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Abstract

Tempered operator stable laws are operator stable laws without normal component,
for which we modify their Lévy measure to reduce the expected number of large
jumps. We will introduce a characterisation of the obtained Lévy measure. Tem-
pered operator stable distributions may have all moments finite. We prove short
and long time behavior of the tempered operator stable Lévy process: In a short
time frame it is close to an operator stable process while in a long time frame it
approximates a Brownian motion.

Then we construct a random walk, which converges in distribution to a random vec-
tor with a tempered operator stable distribution under a triangular array scheme.
We show that the random walk process converges to the Lévy process generated
by the tempered operator stable distribution in the sense of finite-dimensional dis-
tributions.

We find probabilistic representations of tempered operator stable Lévy process.
Such representation can be used for simulation.






Zusammenfassung

Tempered operator stabile Verteilungen sind operator stabile Verteilungen ohne
Gauflanteil, deren Lévy-Mafl so modifiziert wird, dass die Wahrscheinlichkeit der
hohen Spriinge kleiner wird. Tempered stabile Verteilungen besitzen Momente be-
liebiger Ordnung. Auf kurze Zeit betrachtet, verhélt sich ein tempered operator
stabiler Lévy-Prozess wie ein operator stabiler Prozess, wihrend er auf lange Zeit
hin eine Brownsche Bewegung approximiert.

AuBlerdem konstruieren wir eine Irrfahrt, die in Verteilung gegen einen Zufalls-
vektor mit tempered operator stabiler Verteilung konvergiert. Dabei wurde der
Konvergenzsatz fiir Dreieckssysteme angewendet. Wir zeigen, dass die endlichdi-
mensionalen Verteilungen der zeitstetigen Irrfahrt gegen die von einem tempered
operator stabilen Lévy-Prozess konvergieren.

Wir leiten eine Reihendarstellung fiir den tempered operator stabilen Lévy-Prozess
her. Diese Darstellung kann auch fiir die Simulation benutzt werden.
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Kapitel 1

Einleitung

Tempered stabile Verteilungen besitzen vielfiltige Anwendungen. Als Beispie-
le nennen wir Finanzmathematik, Biostatistik, Informatik und Physik (siehe die
Literatur in [10]). Bevor wir mehr Informationen {iber tempered stabile Verteilun-
gen sammeln, fithren wir an dieser Stelle ein Beispiel ein, wie man auf tempered
stabile Verteilung gekommen ist. Zur Veranschaulichung sei X eine positive Zu-
fallsvariable. X besitze eine a—stabile Verteilung mit Index 0 < o < 1 und Dichte
f(x), so dass

E(e™%%) = /000 e ¥ f(x)dx = exp(—Ds®) (1.1)

fiir alle s > 0 gilt, wobei D eine positive Konstante ist. Wegen ist die Funktion
e~ f(z) keine Dichte. Aber wir kénnen durch fy(z) = e f(z)eP*” eine Dichte
definieren, die sogenannte exponentiell tempered stabile Dichte. Die Laplace-
Transformierte dieser Dichte besitzt nach die Darstellung

/OOO e e M f(2)ePN dr = exp [-D (A + 5)® — XY)].

Lemma 2.2.1 auf Seite 67 in [28] impliziert, dass (1.1 fiir s = X\ + ik fiir alle A > 0
und k € R gilt. Daraus folgt

/000 e~ R AT £(1)ePN dr = exp [~ D (A + ik)® — V). (1.2)

Dann liefert (1.2)), dass die tempered stabile Verteilung mit Dichte fy unendlich
teilbar mit Log-charakteristischer Funktion

Ua(=k) = =D (A +ik)* =A%)

ist. Beachte, f) ist im Fall A = 0 die Dichte einer stabilen Verteilung. Wir zeigen
jetzt, dass sich diese unendlich teilbare Verteilung aus der Anderung des Lévy-
Mafes einer stabilen Verteilung ergibt. Nach Proposition 3.10 im Buch [19] besitzt
die Zufallsvariable X mit Laplace-Transformierter die charakteristische Funk-

tion der Form
E(eikX) )

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

(k) = /O (e~ 1)g(de)

und
¢(dx) = Caa:*afll{xw}da:,

wobei D = CT'(1 — ). Wir definieren das tempered Lévy-Mafl durch
oa(dx) = e_’\ICaa:_a_ll{mw}da:.

Da 0 < a < 1 ist, folgt

1 1 1
/ xpy(dx) = Ca/ % Ndr < C’a/ x~%dr < oo.
0 0 0

Somit existiert nach Theorem 3.8 (a) aus dem Buch [19] eine eindeutige unendlich
teilbare Verteilung mit charakteristischer Funktion e™*) mit

h(k) = A (e — 1)¢y (dx)
= /Oo(e(ik_A)x — e M) Caz™ tda
0

= / (eWR=NT _1)Caz™ 1da — / (e —1)Caz™* ldx
0 0

= —CT(1—-a)(A—ik)*+CT(1 —a)\*
= D ((A—ik)” — 2
= Ua(k).

Das zeigt, dass ,, Tempering® einer positiven stabilen Verteilung in diesem Fall
dquivalent zum ,, Tempering* ihres Lévy-Mafes ist.

Tempered stabile Verteilungen sind stabile Verteilungen ohne Gauflanteil,
deren Lévy-Maf} so modifiziert wird, dass die Wahrscheinlichkeit der hohen Spriinge
kleiner wird. Der tempered stabile Fall, wo das Lévy-Maf} durch eine vollstindig
monotone Funktion modifiziert wird, wurde durch Rosinski betrachtet. Er hat
in seinem Artikel [22] die tempered stabilen Verteilungen durch ihre Rosinski-
Mafle charakterisiert. Im Gegensatz zu a—stabilen Verteilungen kénnen tempe-
red a—stabile Verteilungen Momente beliebiger Ordnung besitzen. Rosinski hat
auch gezeigt, dass sich tempered a—stabile Lévy-Prozesse auf kurze Zeit wie ein
a—stabiler Lévy-Prozess und auf lange Zeit wie eine Brownsche Bewegung ver-
halten. Er hat eine Reihendarstellung fiir die tempered a-stabilen Lévy-Prozesse
hergeleitet. Grabchak hat im Artikel [10] eine grofiere Menge von tempered stabilen
Verteilungen, die sogenannten p-tempered a—stabilen Verteilungen, betrach-
tet. Dabei kontrolliert der Parameter p die Geschwindigkeit, mit der die Masse der
Tails des Lévy-Mafles verkleinert wird. Auflerdem haben Rosiriski und Sinclair im
Artikel [23] die Klasse der verallgemeinerten tempered stabilen Verteilun-
gen vorgestellt. Diese Klasse enthélt alle proper p-tempered stabilen Verteilungen.
Die verallgemeinerten tempered stabilen Lévy-Prozesse geben das Verhalten eines
a—stabilen Lévy-Prozesses und das Verhalten einer Brownsche Bewegung wieder.
Im Artikel [5] haben Chakrabarty und Meerschaert eine Irrfahrt konstruiert, die



in Verteilung gegen eine proper tempered stabile Verteilung konvergiert.

Da a—stabile Verteilungen ein Spezialfall der (t¥) operator stabilen Vertei-
lungen mit dem Exponent F = é] sind, wollen wir in dieser Arbeit die Theorie
der tempered stabilen Verteilungen fiir operator stabile Verteilungen verallgemei-
nern. Die operator stabilen Verteilungen sind durch eine d x d Matrix E ,
den sogenannten Exponent, und ein endliches Mafl ¢ auf der d — 1-dimensionalen
Einheitssphére, das sogenannte Spektralmafl, charakterisiert. Der Exponent E
einer (t¥) operator stabilen Verteilung ist nicht eindeutig. Das Buch [I8] ist eine
umfassende Referenz iiber operator stabile Verteilungen.

In dieser Arbeit modifizieren wir das Lévy-Mafl einer operator stabilen Vertei-
lung ohne Gauflanteil, um die sogenannten tempered operator stabilen Ver-
teilungen zu definieren. Im Abschnitt 1 von Kapitel 3 wird das Lévy-Maf} einer
p-tempered operator stabilen Verteilung durch das Rosinski-Mafl charakte-
risiert. Wir zeigen, dass im Gegensatz zu operator stabilen die tempered operator
stabilen Verteilungen Momente beliebiger Ordnung besitzen kénnen. Auflerdem
beweisen wir, dass ein p-tempered operator stabiler Lévy-Prozess unter geeigneter
Raum- und Zeitskalierung auf kurze Zeit sich wie ein operator stabiler Lévy-Prozess
verhélt, wihrend er auf lange Zeit hin eine Brownsche Bewegung approximiert. Im
Abschnitt 2 betrachten wir den Speziallfall p = 1. In dem letzten Abschnitt des
Kapitels 1 beschiéftigen wir uns mit den sogenannten verallgemeinerten tempe-
red operator stabilen Verteilungen. Es wird fiir diese Klasse nur die Aussage
iiber das Kurz- und Langzeitverhalten des verallgemeinerten tempered operator
stabilen Lévy-Prozesses bewiesen, weil die Tempering-Funktion keine explizi-
te Darstellung wie bei den zwei vorher genannten Klassen besitzt. Da operator
stabile Verteilungen als Grenzverteilungen von affinen Transformation der Summe
von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvektoren auftreten, konstruieren
wir in Kapitel 2 eine Irrfahrt, die unter geeigneter Zentrierung in Verteilung
gegen eine tempered operator stabile Verteilung konvergiert. Danach zeigen wir,
wie in Abhéngigkeit der Realteile der Eigenwerte des Exponenten E die Zen-
trierungskonstante ausgewihlt werden kann. In dem letzten Kapitel finden wir
eine Reihendarstellung fiir den tempered operator stabilen Lévy-Prozess. Diese
Darstellung zeigt, wie wir durch Abschneiden der Spriinge eines operator stabilen
Lévy-Prozesses einen tempered operator stabilen Lévy-Prozess erhalten.

Diese Arbeit orientiert sich an den Artikeln von Rosinski [22], Grabchak [10], Ro-
sinski und Sinclair [23], Chakrabarty und Meerschaert [5] und an dem Buch von
Meerschaert und Scheffler [18].






Kapitel 2

Grundlagen

Wir werden in diesem Kapitel die grundlegenden Sédtze auffithren, die wir in den
Beweisen der kommenden Kapitel anwenden werden. Auf Beweise soll an dieser
Stelle verzichtet werden. Wir empfehlen dafiir das Buch [18].

2.1 Regulire Variation

Regulédre Variation beschreibt eine asymptotische Eigenschaft von Funktionen und
MafBen. Diese Theorie hat eine wachsende Anzahl von Anwendungen in der Wahr-
scheinlichkeitstheorie. Sie vereinfacht die Aussage und den Beweis der wichtigsten
Grenzwertsétze fiir Summen unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvektoren und
charakterisiert die Normierungsoperatoren in diesen Sétzen. Reguldre Variation ist
in dieser Arbeit auch ein sehr wichtiges Hilfsmittel, insbesondere in Kapitel 4. Fiir
den univariaten Fall siehe z. B. [4]. Fiir die multivariate reguldre Variation siehe
Part IT aus dem Buch [I§].

Wir beginnen mit der Definitionen der reguldren Variation von positiven Funktio-
nen und linearen Operatoren.

Definition 2.1.1.

(i) Eine Borel-messbare Funktion R : RT™ — RT heifit reguldr variierend im
Unendlichen mit Index p € R, falls
R(\z)

I — N
00 R(z)

fiir alle A > 0. Eine requldr variierende Funktion mit Index Null nennen wir
langsam variierend.

(i) Sei f : Rt — GL(RY) Borel-messbar, wobei GL(RY) die Lie Gruppe der
invertierbaren linearen Operatoren auf R¢ ist. Wir sagen, dass f reguldr
variterend im Unendlichen mit Index E ist, falls

lim fO0)f(1) = AP

5



6 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

fiir alle X > 0. Dabei gilt \¥ = exp(Eln)) und das Exponential eines
linearen Operators ist definiert durch

exp(E) = Tl
k=0

mit E° = I der Identititsoperator in R?. Falls E = 0 ist, dann ist f langsam
variterend.

Fiir mehr Informationen tiber das Exponential eines linearen Operators siehe Ab-
schnitt 2.2 aus dem Buch [18] oder Chapter 5 von [13].

Beispiel 2.1.2. Wir bezeichnen mit f* die Transponierte von f.
Sei f reguldr variierend mit Index E. Dann ist (f*)~! = (f~1)* reguldr variierend
mit Index —E*, denn es folgt aus der Stetigkeit der Inversen und der Transponierten

~ ([)\E]*)% =\ E

-1

(0 e = ([Fo0 507"
fiirt — oo fiir alle A > 0.

Satz 2.1.3. Wenn f regulir variierend ist, ist die Konvergenz in der Definition
(ii) kompakt gleichmdflig in A > 0.

Satz 2.1.4. Sei [ requldr variierend mit Index E. Falls die Realteile der Eigenwerte
von E grofler als o sind, dann gilt

Jim £ f(1)a]| = oo

kompakt gleichmafig in © € R mit x # 0. Falls die Eigenwerte von E Realteile
kleiner als B besitzen, dann gilt

Jim 7 (1) = 0
kompakt gleichmifig in x € RY.

Insbesondere gilt dann fiir den Spezialfall f(t) = t¥:

Satz 2.1.5. Sei E € L(R?). Wenn die Realteile der Eigenwerte von E grifer als
a sind, dann gilt

lim ¢ tFz|| = 0o

t—o0

kompakt gleichmdfig in x € R mit x # 0. Wenn die Eigenwerte von E Realteile
kleiner als B besitzen, dann gilt

lim ¢ °|[tPz| =0
t—o0

kompakt gleichmdifig in = € R
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Korollar 2.1.6. Sei f reguldr variierend mit Index E. Wenn alle Eigenwerte von
E Realteile grofier als a besitzen, dann gilt

. « —1 _
T 12 ()] = 0

kompakt gleichmiflig in © € RY. Wenn die Realteile aller Eigenwerte von E kleiner
als B sind, so gilt

lim ¢ £(1)a]| = oo

t—o00

kompakt gleichmifig in x € R mit x # 0.

Im Folgenden werden wir die regulére Variation einer Folge von linearen Operatoren
definieren.

Definition 2.1.7. Wir sagen, dass eine Folge invertierbarer linearer Operatoren
(Ap)nen reguldr variierend mit Index E ist, wenn

lim Ay, A4, =\

n—0o0

fir alle A > 0 gilt. Wir schreiben in diesem Fall (An)nen € RV (E).

n—00 n

E
Beispiel 2.1.8. (n%) € RV(E), denn li_)rn |An]En=F = lim <M) =\,

Die Definition scheint eine schwichere Aussage als die in Definition (ii)
zu sein. Der néchste Satz zeigt aber, dass die regulidre Variation einer Folge von
invertierbaren linearen Operatoren und die reguldre Variation einer zugehorigen
Funktion f: RT — GL(RY) squivalent sind.

Satz 2.1.9. Ist eine Folge (A,)neny € GL(RY) regulir variierend mit Index E, so
ist die Funktion f(t) = Aj; auch reguldr variierend mit dem gleichen Inder E.
Wenn f regulir variierend mit Index E ist, dann ist A, = f(n) reguldr variierend
mit dem gleichen Index E.

Seien I' = R\ {0} und M die Menge aller o—endlichen MaBe auf T', die endlich
auflerhalb jeder Umgebung des Nullpunktes sind. Formal heifit das:

M = {v:v o — endliches Maf auf I und v l{zer:|jz|>c} endlich fiir alle ¢ > 0}.

Fiir v, und v aus M schreiben wir v, — v in M fiir n — oo genau dann,
wenn vp(A) — v(A) fiir n — oo und fur alle v—Stetigkeitsmenge A € B(I') mit
dist(A,0) > 0 gilt. Diese Konvergenz heifit die vage Konvergenz in M. Au-
Berdem definieren wir fiir 7 € L(RY) und v € M das Bildma$l Tv € M durch
Tv(A) = v(T~'A) fiir A € B(T). Dabei ist L(R?) die Menge aller linearen Opera-
toren T : R? — R¢,

Definition 2.1.10. Fin Maf u € M ist reguldr variierend, falls eine requlir va-
riterende Funktion f : RT — GL(RY) mit Index (—E) und eine regulir variierende
Funktion R : Rt — R mit Index B # 0 existieren, so dass

f®)p
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gilt, wobei ¢ M—woll ist (siehe Definition 3.1.19 auf Seite 50 in [18]). Wenn alle
Eigenwerte von E negative Realteile besitzen, ist p reguldr variierend in Null
und wenn alle Figenwerte von E positive Realteile haben, so ist pu reguldr variie-
rend im Unendlichen.

Proposition 2.1.11. Wenn u € M und (2.1)) fir eine regulér variierende Funktion
f:RT — GL(RY) mit Index (—E) und eine regulir variierende Funktion
R:R*Y — R mit Index B # 0, dann gilt

Ao = Ao (2.2)

fiir alle A\ >0 mit B = (—%)E

Definition 2.1.12. Wenn ¢ € M und fiir alle X > 0 gilt, dann heifit B ein
Ezxponent von ¢. Wenn p € M regqulir variterend ist und gilt, so gilt
auch und wir nennen B ein Exponent von p. Wir schreiben p € RV My(B), falls
w reguldr variierend in Null mit Exponent B ist und p € RV M (B), falls u reguldr
variterend im Unendlichen mit Exponent B ist.

Proposition 2.1.13. Sei i € M und sei ¢ M—voll. Sei weiter B € GL(R?).

(i) uw € RV My(B) genau dann, wenn es eine requldr variierende Folge
(A)neny C GL(RY) mit Index B existiert, so dass

.1 , ,
nh_)rgog (App) =¢ in M st
(ii) w € RV My (B) genau dann, wenn es eine requldr variierende Folge
(Ap)nen C GL(RY) mit Index (—B) existiert, so dass
lim n-(A,u)=¢ in M ist
n—oo

Definition 2.1.14. Seien p € M und ¢ M—voll. p ist R-O variierend, wenn

es eine requlir variierende Funktion f : RT — GL(RY) mit Index (—E) und hy > 0
hiya
ht

wachsend mit lim h; = oo und lim
t—o00 t—o00

=c > 1 gibt, so dass

he (f(he)p) = ¢ in M fir t— oo.

In diesem Fall schreiben wir p € ROV (E,c). Der lineare Operator E heifit ein
Exponent von i und c heifst Skalierungsfaktor. Wenn alle Eigenwerte von E

positive Realteile haben, ist u R-0 wvartierend im Unendlichen.
Wir schreiben p € ROV (E, c).

Satz 2.1.15. Sei yu € M.
(i) Aus pp € RVMy(E) folgt p € ROV (E, ¢) fiir jedes ¢ > 1.
(ii) Ist w € ROV (E,1), so gilt p € RV My (E).
Lemma 2.1.16. Sei yp € ROV, (E,¢) fir ein ¢ > 1, dann gilt
Fop=c-¢ (2.3)

E heifit auch ein Exponent von ¢.
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Definition 2.1.17. Sei p € M. Fiir a,b > 0 sind das abgeschnittene Moment
Uy und das Tail-Moment V, von p definiert durch

Up(r.z) = /' ) ()
{{z,y)|<r}

Va(rz) = / (e, )| (), (2.4)
{Kzy)|>r}

wenn die Integrale existieren.

Definition 2.1.18. Sei S ein kompakter topologischer Raum und sei die Funktion
R:R* x S — RT Borel-messbar. R(r,0) ist gleichmifiig R-O variierend, falls
esTg >0, >1,0<m<1 und M > 1 gibt, so dass

R(Ar,0)

<
Ry =M

m <

firaller >rg, 1 <A< )Xgund @ €S gilt.

Satz 2.1.19. Sei p € ROV (E,c) fir ein ¢ > 1. Seien aq,...,a, die Realteile
der Eigenwerte von E € L(RY) mit p < d und 0 < a1 < --- < ap. Dann ist die
Tailfunktion

Volr.2) = {y € B : [(a.9)| > r} (25)

kompakt gleichmdfsig R-O variierend in x € T'. Aufferdem existiert fir jede kom-
pakte Menge S CT' und v > 0 Konstanten ¢y > 0, cag < 0o und r9 > 0, so dass

=L Vo(rA z) yo L
AT < ST N 2.6
“ 1 Vo(r, z) “ ’ (26)

fir alle r > rg, alle A > 1 und alle x € S.

Korollar 2.1.20. Sei S C T kompakt. Sei b > a und die Integrale Uy(r, 8), V,(r,0)
existieren fir alle r > 0 und alle 8 € S. Dann gilt:

(i) Uy ist genau dann gleichmdfig R-O variierend, wenn fir ein My < oo und
eimm rg >0
b—a
r’= "V (r,0)
— 1 <M
Ub(’l‘, 0) N ?

fir alle r > rg und alle 8 € S gilt.

(ii) Vg ist genau dann gleichmdfig R-O variierend, wenn fir ein mo > 0 und ein
rog >0
rb=aV,(r, 0)
_ >
Ub(?", 0) N

fiir alle r > ro und alle 0 € S gilt.

m2
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Satz 2.1.21. Sei u € ROV (E,¢) fiir ein ¢ > 1. Die Realteile der Eigenwerte von
E € L(RY) seien 0 < ay < -+- < a, mit p < d. Wenn b > % ist und Uy, existiert,
dann ist Uy(r, z) kompakt gleichmdffig R-O variierend in x € T'. Desweiteren exis-
tieren fiir jede kompakte Menge S C I' und jedes v > 0 die Konstanten ¢; > 0,
co < oo undrg>1, so dass

1 Ub()\T, x) < 02)\6—1-7— ap (2‘7)

b—vy—
A a1 <
“ = Ub (Tv .TL‘)

fir aller >rg, A>1und x € S gilt.

Satz 2.1.22. Sei u € ROV (FE,c) fir ein ¢ > 1. Die Realteile der Figenwerte von
E € L(RY) seien 0 < ay < -+ < ap. Ist a < L, dann ezistiert V,(r,z) fir alle
r >0 und x € T' und Vg, ist kompakt gleichmd]fig R-O variierend in x € T'. Fir
jede kompakte Menge S C I und jedes v > 0 existieren c¢; > 0, co < o0 und rg > 1,
so dass

a—y— L Va()\T‘ l’) aty—-L
AT e < IR0 <o a 2.
c1 SIS Valrz) C2 P (2.8)

fir aller >rg, A>1und x € S gilt.

2.2 Operator stabile Verteilungen

Wir werden in diesem Abschnitt in Anlehnung an das Buch [I8] zur Erinnerung die
Definition der operator stabilen Verteilung und die Darstellung des Lévy-Mafles ei-
ner operator stabilen Verteilung, die keinen Gauflanteil besitzt, einfithren. Die ope-
rator stabilen Verteilungen treten insbesondere als Grenzverteilung von unabhéngig
und identisch verteilten Zufallsvektoren auf. Zum Lesen empfehlen wir Part III aus
dem Buch [I§] oder Kapitel 4 aus dem Buch [15].

Definition 2.2.1. Seien X, X1, Xo, ... unabhdngig und identisch verteilte Zufalls-
vektoren in R mit gemeinsamer Verteilung p und sei Y ein Zufallsvektor mit
Verteilung v, die voll ist (siehe Definition 1.3.9 auf Seite 15 in [18]).

(i) v heifit operator stabil, wenn lineare Operatoren A, € L(RY) und nicht-
zufillige Vektoren b, € R existieren, so dass

A X1+ + X))+ by, =Y, n— o0 (2.9)

oder dquivalent
App™ % €, > v, n— 00

gilt.
(i) Wir sagen, dass X (oder dquivalent 1) zu dem verallgemeinerten Anzie-
hungsbereich von Y (oder v) gehért, falls (2.9)) fiir eine Folge (Ap)nen und

eine Folge (bp)nen wie in Teil (i) gilt.
In diesem Fall schreiben wir X € GDOA(Y) (oder p € GDOA(v)).



2.2. OPERATOR STABILE VERTEILUNGEN 11

Satz 2.2.2. Ein volles Wahrscheinlichkeitsmaf v auf R? ist operator stabil genau
dann, wenn v unendlich teilbar ist und ein linearer Operator E € L(Rd) eristiert,
so dass V' = tFv x e,, fiir geeignete a; € R? und fiir alle t > 0 gilt. Die Nullstellen
des Minimalpolynoms von E liegen in der Halbebene {R(z) > £} und alle Nullstel-
len, die in {R(z) = 3} liegen, sind einfach.

Auflerdem gilt v = v1 * vo. Dabei sind v1 bzw. vo definiert in E—invarianten
Teilriumen Vi bzw. Vo mit RY = Vi@ Va. 1y ist eine volle operator stabile Verteilung
auf Vi und gehdrt zum Poisson’schen Typ, d. h. vy besitzt keinen Gaufanteil. vo
ist ein volles Gaufy’sches MafS auf Va. Das Spektrum von Ely, liegt in {R(z) > 3}
und fiir die Bigenwerte z von Ely, gilt R(z) = 3. (Siche Theorem 7.2.1 Seite 259
in [18])

Bezeichnung: v ist (t¥) operator stabil. Dabei heifit E ein Exponent von v.

Im Folgenden betrachten wir (t¥) operator stabile Verteilung v mit charakteristi-
scher Funktion

ﬁ()\) = exp (’l <A a> -l-/ (ei<>"x> —1—-i<XAz> 1{||a:||<1}> QSO(dLE)) .
T

Dabei ist a € R?, ¢ ist das Lévy-MaB und v hat keinen GauBanteil. Der nichste
Satz gibt eine Polardarstellung fiir das Lévy-Mafl ¢g und stellt das Spektralmafl
VOr.

Satz 2.2.3. v sei eine volle (t¥) operator stabile Verteilung mit v ~ [a, 0, ¢o),
d. h. v ist unendlich teilbar mit a € RY, Lévy-Maf ¢o und v besitzt keinen Gaufs-
anteil. Dann ezistiert eine Norm || - |lo auf R?, so dass

/SO/ La(rEu —a(du) (2.10)

fir A ¢ T = R\ {0}, wobei o(D) = ¢o{tPu : u € D,t > 1} ein endliches
Borelmaf auf der Einheitssphire Sy = {x : ||z|o = 1} ist. Das Mafi o nennen wir
das Spektralmafl von ¢q.

Bemerkung 2.2.4. Nach Lemma 6.1.5 Seite 169 im Buch [18] kinnen wir die
Norm || - |lo auf R wie folgt auswihlen

wobei || - || eine beliebige Norm auf R? ist. Diese Norm ||-||o erfiillt fiir den gegebenen
Ezxponent E folgende Eigenschaften:

(i) Fiir alle x € R mit x # 0 ist die Abbildung t v~ ||tFz||o streng monoton
wachsend in t > 0.

(i4) Die Abbildung (t,x) — tFz von (0,00) x Sy in ' ist ein Homdomorphismus.

Satz 2.2.5. Sei u ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf R? und sei v eine volle (t¥) ope-
rator stabile Verteilung auf R?, die keinen Gaufanteil besitzt. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:
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(i) n€ GDOA(v);
(ii) € RV My (E) mit Grenzmaf$ ¢o;
(iii) es existiert eine Folge (Bp)nen € RV (—E), so dass
n(Bpp) = ¢ in M (2.11)
fiir n — oo, wobei pg M—wvoll; und
(iv) es existiert eine Folge (By)neny € RV (—E), so dass
By % €, — v (2.12)
fiir n — oo und fiir eine Folge (by)nen C RY.

In diesem Fall besitzt v die Lévy-Darstellung |a,0, ¢ol. Wir kénnen auferdem die

gleiche Folge (Bp)nen in (2.11) und (2.12)) wdhlen.

Beispiel 2.2.6. Sei E € L(R?). Seine Eigenwerte besitzen Realteile a1, . . . ,ap mit
p < d. Die Realteile erfiillen die Eigenschaft % <ap < -0 < ap. Sei weiter Y
ein Zufallsvektor in RY nach v verteilt, wobei v eine (t¥) operator stabile Ver-
teilung ohne Gaufanteil mit Lévy-Mafl ¢g und Spektralmaf o ist. U sei eine auf

g

[0,1] gleichverteilte Zufallsvariable und 9 sei nach 5(50) verteilt. U und 9 seien

-E
unabhingig. Dann gilt (%) Y € GDOA(Y), denn es gilt (n"F) € RV(—E)
und es gilt fir A € B(RY) mit ¢o(0A) = 0 und dist(A,0) >0

”P{”_E<a<(;o>>_E“A} = ) /50/01“((0?50))_E”> duo(d)

e dr
- [ Lo
$o(A)

_>

fiir n — oo nach dem Satz von der monotonen Konvergenz. Die letzte Gleichheit

-1
folgt aus der Substitution r = (Ugfo)) . Damit liefert Satz|2.2.5 die Behauptung,
da ¢pg M—woll ist.

2.3 Verallgemeinerte Polarkoordinaten

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit den verallgemeinerten Polarkoordina-
ten und ihren Eigenschaften, die ein wichtiges Hilfsmittel in dieser Arbeit darstellen.
Die Beweise sind im Kapitel 2 von Artikel [3] ausgearbeitet. Sei I' := R%\ {0} wie
oben definiert und sei E eine d x d—Matrix. Die Eigenwerte von E besitzen positive
Realteile 0 < a3 < -+ < @, fiir p < d . Nach Bemerkung 2.2.4] ist die Abbildung
W (0,00) x Sg = I', ¥(r,u) = rPu ein Homdomorphismus. AuBerdem ist fiir alle
z € T' die Funktion t ~ ||t¥z||¢ streng monoton wachsend. Also lisst sich jedes x

eindeutig als
z=1(z)%l(x)
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mit einem Radius 7 : I' — (0, 00) und einer Richtung [ : I' — Sy schreiben. Dabei
sind 7 und [ stetige Funktionen. Wir nennen (7(z),!(z)) die verallgemeinerten
Polarkoordinaten von = bzgl. des linearen Operators FE.

Beachte, dass So = {x € R?: 7(z) = 1} kompakt ist. Dariiber hinaus gilt

(i) 7(—z) =7(z), l(-2) = —l(2)
(ii) T(rfz) = rr(z), (rPz) = ()
(#4i) und

oo fir z—
T(z) —

0 fir z—0.

Folgendes Lemma gibt sowohl eine obere als auch eine untere Schranke der Wachs-
tumsrate von 7(z) in Abhéngigkeit von den Realteilen aq,...,a, der Eigenwerte
von E an.

Lemma 2.3.1. Fliir jedes (kleine) 6,0" > 0 existieren Konstanten C1,...,Cy > 0,
so dass
(i) fir alle ||z]lo <1 oder T(x) <1 gilt:
1 1
Cillzllg* ™ < m(x) < Callalg”™ (2.13)
(i) fir alle |z||o > 1 oder T(x) > 1 gilt:

1 1
Cyllzllg™™" < () < Callllg"™" (2.14)

Beweis Wir werden hier nur die ersten beiden Ungleichungen zeigen. Satz m
impliziert, dass fiir alle 6 > 0 gilt:

r = rBullg — 0,7 — o0
gleichmifig fir ||ullo = 1. Damit folgt

Ir="lo := sup [r~Fulo < Crma*
u€Sy

fiir alle 7 > 1 und eine Konstante C' > 0. Aquivalent dazu erhalten wir
Is"[lo < Cs™=°

fiir alle s < 1. Da ||zo = ||7(2)Fl(z)|jo < ||7(x)F]|o < C1(z)n 70 gilt, folgt

_1
7(z) > Cilalig*™’

fiir ||z]|o < 1, was dquivalent zu 7(z) <1 ist.
Analog zu diesem Ergebnis gilt fiir alle &' > 0

r*“P*‘SIHTEuHO —0,7r —
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gleichméBig fiir ||ul|o = 1. Daraus folgt

I llo == sup [Ir¥ullo < Crort?

u€So
fiir alle r > 1 und eine Konstante C' > 0 oder dquivalent dazu
ls™llo < Cs~ =
fiir alle s < 1. Weiter gilt I(x) = 7(z) 2. Somit folgt
L= [i@)]lo < (@) Zlollzllo < C(a) =" ||z

fir |z||o < 1. Umschreiben liefert

1
7(z) < Collzllg*.

O

Lemma 2.3.2. Es ezistiert eine Konstante K > 1, so dass fir alle x,y € R?
folgendes gilt:

T(x+y) < K(r(x)+7(y)). (2.15)

Beweis Sei G = {(z,y) € RY x R? : 7(x) + 7(y) = 1}. Wegen Lemma@ ist G
beschrankt und wegen der Stetigkeit der Abbildung 7 ist G abgeschlossen. Damit
ist G kompakt. Somit besitzt die stetige Funktion (x,y) — 7(z + y) ein endliches
Maximum K in G. Da Sy x {0} C G ist, ist K > 1. Fiir alle 2,y € R mit 2 # 0
oder y # 0 setzen wir s = (7(z) + 7(y)) . Aus 7(rPz) = rr(z) folgt

T(z+y) = s_lT(sE(x +y)) = s_lT(sEa: + sEy).

Da aber 7(s%z) + 7(s%y) = s(1(x) + 7(y)) = 1 ist, folgt (s¥x, s¥y) € G und damit
erhalten wir
T(z+y) < Ks™' = K (7(2) +7(y)) -



Kapitel 3

Tempered operator stabile
Verteilungen

3.1 p-tempered operator stabile Verteilungen

Wir werden in diesem Abschnitt die p-tempered operator stabilen Verteilungen de-
finieren und ihre Eigenschaften beweisen. Wir werden sehen, wie das Lévy-Maf sol-
cher Verteilungen charakterisiert werden kann. Auflerdem werden wir zeigen, dass
eine solche Verteilung Momente beliebiger Ordnung besitzen kann. Diese hidngen
von dem sogenannten Rosiriski-Maf3 ab. Eine weitere wichtige Eigenschaft ist, dass
der p-tempered operator stabile Prozess das Verhalten eines operator stabilen und
eines Gaufl’schen Prozesses wiedergibt: Auf kurze Zeit betrachtet, verhélt sich ein
p-tempered operator stabiler Prozess wie ein operator stabiler Prozess, wihrend er
auf lange Zeit hin eine Brown’sche Bewegung approximiert.

Definition 3.1.1. FEine Funktion f : (0,00) — (0,00) heifit vollstindig mono-
ton, falls f € C=((0,00)) und (—1)"f™(z) > 0 fiir alle z € (0,00) und n € Ny.

Definition 3.1.2. Sei p > 0. Ein volles, unendlich teilbares Wahrscheinlichkeits-
maf o auf R heift p-tempered operator stabile Verteilung mit Exponent
E, falls p keinen Gauflanteil besitzt und sein Lévy-Maf$ ¢ durch

o) = [ [ 1atF a0 ot (31)

fiir A € B(T') definiert ist, wobei o ein endliches Mafy auf So ist. E € L(R?) sei
ein linearer Operator. Seine Eigenwerte besitzen Realteile ay,...,ap, mit p < d,
die die Figenschaft ap, > --- > a1 > % erfilllen. Die Funktion q : (0,00) x Sy —
(0,00) ist eine Borel-messbare Funktion mit r — q(r,u) ist vollstindig monoton
und TILIEO q(r,u) =0 fiir alle u € Sy. Wir bezeichnen diese Klasse von Verteilungen

durch TOS]pE.
Gilt zusdtzlich hﬁ)l q(r,u) =1 fiir o-fast alle u € Sy, so nennen wir pu eine proper
T

p-tempered operator stabile Verteilung mit Exponent E. In Bezeichnung
pTOSY.

15
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Bemerkung 3.1.3. Falls liﬁrjl q(r,u) < oo, ist das Maf definiert durch (3.1)) ein
T
Lévy-Mafs. Im Fall 11?01 q(r,u) = oo miissen wir zusdtzliche Voraussetzungen an p,
T

an die Realteile der Eigenwerte von E und an die Funktion q stellen, damit das
durch (3.1) definierte Maf$ ein Lévy-Maf ist. Eine allgemeine Aussage iiber solcher
Voraussetzungen gibt es nicht.

Bemerkung 3.1.4.

(i) Die Funktion q heifit die Tempering-Funktion des Lévy-Mafles ¢.

(i) Fiir eine vollstindig monotone Funktion f : (0,00) — (0,00) existiert ein
Maf$ ¥ auf (0,00), so dass

f(r) = /0 ¥ emri(ds).

Den Beweis findet man in [9] auf Seite 439 oder in [26] Theorem 1.4 auf
Seite 3.

(iii) f(07) =9(0,00) = 1 genau dann, wenn 9 ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist.

Wegen Bemerkung [3.1.4 kénnen wir die Tempering-Funktion ¢ wie folgt darstellen

q(rf,u) = /000 e "5Q(ds|u). (3.2)

Dabei ist {Q(-|u)}ues, eine messbare Familie von Borelmafien auf (0,00), d. h.
Q(B]u) ist messbar in w fiir jede Menge B € B ((0,00)). Eine Garantie dafiir, dass
die Familie messbar ist, gibt Remark 3.2 in [I]. Im Fall einer pT'OS%, Verteilung
sind Q(-|u) nach Bemerkung Wahrscheinlichkeitsmafle fiir o-fast alle u € Sy
(dquivalent zu ¢(01,u) = 1 fiir o-fast alle u € Sp).

Bemerkung 3.1.5. Wegen der Darstellung der Funktion q folgt, dass die
Tails des Lévy-Mafles ¢ fiir wachsende p schneller gegen Null gehen. Deshalb
kontrolliert p die Geschwindigkeit, mit der die Masse der Tuails des Lévy-Mafes
gedndert wird.

Beispiel 3.1.6. Die p-tempered a—stabilen Verteilungen (T'Sh Verteilungen) mit
p >0, a € (0,2) und Tempering-Funktion aq(r,u) im Artikel [10] gehéren zu
TOSg Verteilungen mit £ = %I, p= g und Tempering-Funktion q(r,u), denn es
gilt fiir alle A € B(T")
o(A) = a/ / La(rw)q(rP, w)r=—* tdro(du)
So JO
= / / 1A(séu)q(s§,u)s_2dsa(du)
So 40
= / / La(sPu)q(s?, u)s 2dso(du).
So 40

Im Folgenden definieren wir zwei Mafle, mit deren Hilfe wir dem Lévy-Maf} ¢ eine
Darstellung geben, die die Beweise erleichtert.
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Definition 3.1.7. Sei Q ein Borelmafl auf T, das fiir alle A € B(T") durch

Q(A) = /S /O AP Q(dr|w) o (du) (3.3)

definiert ist, wobei Q(-|u) und o wie oben gegeben sind. Wir definieren weiter das
Borelmaf§ R in I' durch

R(A) = /F 1 (r(@) #1(2)) r(@)7Q(dr), AT (3.4)

Lemma 3.1.8. Im Fall einer pTOSY, Verteilung ist das Maff Q in (3.3)) endlich.
Die Umkehrung gilt auch.

Beweis Da Q(-|u) Wahrscheinlichkeitsmafle fiir o-fast alle u € Sy sind, gilt
Q) = /S / 1r(rEu) Q(dr|u)or(du)
00

_ /S/OOOQ(dHu)a(du)
(S0)

Damit folgt nach Voraussetzungen, dass @) ein endliches Maf} auf I" ist. Sei jetzt Q
ein endliches Maf}. ) hat die Polardarstellung

Q(A) = /S /O T LGP u)Q (drfu)o (du)

fir A € B(T') mit 0/(Sp) < oco. Daraus folgt Q'(-|u) < oo fiir o—fast alle u € Sp.
Nach Eigenschaften der Polardarstellung konnen wir Q(-|u) = %
und o(-) = Q'((0,00)|u)o’(-) wihlen. Damit besitzt @) die Polardarstellung ((3.3])

mit 0(Sp) < oo und Q(-|u) sind Wahrscheinlichkeitsmafe fiir o-fast alle u € S.
Damit folgt die Behauptung. O

Lemma 3.1.9. Seien Q bzw. R die Mafe in (3.3)) bzw. (3.4). Dann gilt
_1p 1
/ Fa)R(dz) = / P (7(@) 5 1(2)) () Qd) (3.5)
r r
fiir alle messbare Funktionen F.

Beweis durch Algebraische Induktion:
Schritt 1: Sei F'(z) = 14(x) fiir A € B(I"). Dann gilt wegen (3.4)

/F 1a(2) R(dz) = R(A) = /F L4 (r(@) #1(2)) 7(2) 7 Q(d).

n
Schritt 2: Sei= =< F =Y 314, : 8 e RT A, € BT firi =1,...,nundn € N
=1

1=
die Menge aller Elementarfunktionen. Dann folgt aus der Linearitéit des Integrals
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und Schritt 1
Amem>=Aé;mmwww=;ﬁAummw»

= 36 [ 1 () et

1

zzéi@%@@ﬁMMﬂwmm

_Aj@miWMﬂWMM-

Schritt 3: Sei F' eine positive messbare Funktion.
Dann existiert eine Folge (F},)peny C ZE mit F,, T F fiir n — oo. Mit Beppo-Levi
und Schritt 2 folgt dann

/F F(z)R(dz) = /F lim F,(z)R(dz)

n—oo

= lim | F,(x)R(dx)

n—oo T

— lm [ F, (T(x)—%EZ(x))T(x)%Q(dx)

n—00 T

=A£HWWW%W“WQW

_ /F F (v(@) 7"1(@)) 7(2)7 Qda).

Schritt 4: folgt aus Schritt 3 und der Tatsache, dass ' = F™ — F'~ ist. O

Wir kénnen auch mit einer einfachen Transformation das Mafl Q durch R darstellen.

Lemma 3.1.10. Fliir das Mafi Q in und das Maff R in gilt fir A € B(I")
Q(A) = /F La (v(2)"P1(2)) 7 (x) R(da). (3.6)

Beweis Fiir A € B(T) setzen wir F(z) = 14 (7(z) *#i(z)) 7(2) in Lemma S0
folgt aus der Eigenschaften von 7(x) und I(x):

/FF(ac)R(da:)
= 7(z) 7 FU(x)) 7(2)r Q(dx
= [ 7 (r@ 1) r@) Qo)
= [ 1 (F@ ) @)1 0)) (@) U@ (o) QL)
= [ 1@ i@)QM)
- [ 1@ = Q)
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Folgendes Lemma gibt die Polardarstellung des Mafles R in Abhéngigkeit von den
MaBen Q(:|u) und o an.

Lemma 3.1.11. Seien Q bzw. R die Mafe in (3.3)) bzw. (3.4). Dann gilt

/ / Ta(r— oFu TPQ(dT|u)U(du) fir Ae B(I). (3.7)
So
Beweis Aus der Definitionen von @ und R sowie der Tatsache, dass 7(rfu) = r
und [(rPu) = u fiir alle r > 0 und alle u € Sy sind, folgt fiir A € B(T')
_1p 1
R(A) = [ 14 (r)FFia)) (@) Qi)
r
_ OO 1 E \—tE; E E,\:
= A T(T w) e l(r u)) T(r*u)r Q(dr|u)o(du)
So
= / / Ta(r™ +Ey rﬂQ(dr!u)a(du).
So
O

Wir werden sehen, dass das Mafl R eine grofle Rolle in der Charakterisierung des
Lévy-MaBes einer TOS%, Verteilung und in den Beweisen ihrer Eigenschaften spielt.
Folgender Satz ist die Grundlage fiir die anderen Ergebnisse in diesem Abschnitt.

Satz 3.1.12. Sei p > 0. Das Lévy-Maf ¢ einer TOSY, Verteilung besitzt folgende
Darstellung

A)=p! / / La(tr o)t v et dtR(dx) (3.8)
rJo
oder dquivalent
_ / / La(t) 2" dt R(dx) (3.9)
rJo
fiir alle A € B(I"), wobei R ein eindeutiges Maf$ auf I' mit
/ (T(x)2(“p+6/) A T(JJ)) R(dz) < oo fiir alle & >0 ist. (3.10)
r
Umgekehrt ist R ein Maf$ mit
/ (7‘(3:)2(‘”_5) A T(m)) R(dz) < oo fir geeignet kleines 0 > 0, (3.11)
r

so stellt (3.8) oder (3.9) das Lévy-Map einer TOSY, Verteilung dar. ¢ ist das Lévy-
Mafs einer pTOS% Verteilung genau dann, wenn

/F (@) R(dz) < oo, (3.12)
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Beweis
Da die Realteile ay, . . ., a, mit p < d der Eigenwerte von E € L(R%) die Eigenschaft
% < ap < --- < ap erfiillen, existieren § > 0 und ¢’ > 0, so dass folgendes gilt:

1
§<a1—5<a1<---<ap<ap+(5’

In der Hinrichtung zeigen wir zunéchst, dass (3.8) und (3.9)) gelten, wenn das Maf3
R die Darstellung (3.4) hat. Die Darstellung von ¢ in (3.2)), die Eigenschaften der
verallgemeinerten Polarkoordinaten und Lemma liefern

?(A) = /S/OolA(TEu)q(rp,u)r_zdra(du)

- (175570 u) 7' Fe 50 dtQ(dsfu)o (du)
= pl/oo/s /OO 14 (t%E:f%E )SPQ(d8|u) (du)t ' retdt
0 0“0
_ /0 - /S 0 /0 Y (2" 7(sPu)™"U(sPu) ) 7(sPu)? Q(dslu)o(du) ;dt

— ot /0 h /F 1 (t%ET(;p)—%Ez(z))T(;p)%Q(dm)t—l—%e—tdt (3.13)

1
Der letzte Schritt folgt aus der Substitution y = t». Wir werden jetzt (3.10)) mithilfe
von (3.9) wie folgt zeigen: die Eigenschaften des Lévy-Mafles, Lemma und die
Monotonie der Funktion ¢ — e~ liefern

/ ll26(da)
{llzllo<1}

> C 7(2) 2T p(dx)
{r(=)<1}

-] 1{Ttmgl}T<tEx>2<%+5’>t—2e—t"dtR(dm)

8
Vv

= C / 2Hap+d') / t2(%+5 27" dtR(dx)
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1
/ T(x)2(ap+(5')/ t2(ap+5/)_2€_tpdtR(d$)
{r(=)<1} 0

T(® -1
+ / 7 ()2t / “ 12(ar+6)=2=1" 41 B( )
{r(z)<1} 1

= C

—1

+ / T(IE)Z(GPJFJI) /T(x) tz(ap+5/)7267tpdtR(d$)
{r(x)>1} 0

1
C [/ T(x)2(ap+6’)/ t2(ap+5’)7267tpdtR(dx)
{r(z)<1} 0

T(z)~?!
+ / T(x)Z(aerJ’)/ “ 29021 1 R(dx)
{7(z)>1} 0

v

06_1 / 2 ’
> ()X T R(dx —i—/ 7(2)R(dx
2(ap +4') =1 [ {r(z)<1} ) (@ {r(z)>1} (o

Ce !

= 2(ap+5’)—1/r (T(x)z(“”“;l) /\T(af)) R(dx)

Um die Eindeutigkeit von R zu zeigen, nehmen wir an, dass zwei Mafle R; und
Ry existieren und die Eigenschaft erfiillen. Dann erfiillen R; und R auch die
Eigenschaft . Definiere zwei Mafle (); durch fiir j = 1,2. Die Polardar-
stellung von @); sei fiir alle A € B(I") gegeben durch

/ / (rfu)Q;(dr|u)o(du) fir j = 1,2.
So

Dabei ist o ein endliches Maf§ auf der Einheitssphire Sy und {Q;(-|u)}yes, eine
messbare Familie von Borelmafien auf (0, c0).

und implizieren
0 > /( () ) A 7 (a )) R;(dx)
— /S / (v~ )25 AT(T—%Eu)) T%Qj(dﬂu)(j(du)
0
= / / r; (1=2(ap+3")) 1) Q;(drlu)o(du).
So J0

Daraus folgt fiir o-fast alle u € Sy

/ (r%(kQ(al’M/)) A 1) Q;(dr|u) < oo. (3.14)
0
Dae ™ <1fir0O<r<1und

s — g (1m2aptd), S (2aptd)=1) —rs

Fopi(1=2(ap+8)

IN

mit K = suprp(2(ap+5/) De=7s fiir alle s > 0 gilt, folgt aus (3.14) fiir o-fast alle
r>1

u € 8y
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G(su) = /0 5 Q; (drlu)

1 [ee) ,
< / Qj(dr|u) + K/ r%(1_2(a”+5 ))Qj(dr]u)
0 1
< (1 V K)/O (1 A T%(I—Z(&p‘i‘&))) Qj(dr|u)
< oo,

d. h. die Laplace-Transformierte von Q;(-|u) existiert fiir o-fast alle u € Sy und alle
s > 0. Damit ist die Funktion ¢; (-, u) : (0,00) — (0, 00) wegen der Eigenschaften der
Laplace-Transformierten vollstdndig monoton. Da R; die Eigenschaft erfiillt,
gilt analog zur Berechnung am Anfang des Beweises

/ /OO 1a(sPu)q;(s, u)s2dso(du) = ¢(A)
Sp J0

fiir alle A € B(I') und j = 1,2. Aus der Eindeutigkeit der Polardarstellung von
¢ und der Stetigkeit von g¢;(-,u) folgt, dass q1(s,u) = ¢a(s,u) fiir alle s > 0 und
o-fast alle u € Sy gilt. Der Eindeutigkeitssatz fiir Laplace-Transformierte liefert
dann Q1 (-|u) = Qa(-|u) fiir o-fast alle u € Sy und damit Q1 = Q2. Somit gilt auch
R = R».

In der Riickrichtung zeigen wir zuerst, dass ¢ ein Lévy-Maf ist, falls das Mafl R
die Eigenschaft (3.11)) erfiillt. Nochmal mit Lemma folgt

/ lz|3¢(dz) < C 7(2)% ) g(dx)
o<1} [r@)<1)

- C// Lrray<yy7(t72) e 12 dt R(de)
rJo =
-1

(z)
= C/T(x)2(“1_5)/ t2(“1_5)_26_tpdtR(d:c)
T 0

/ ()20 / T R@=0-2~t gy B ()
fr)<1) 0

T(x)" !
+ / 7(x) 2@~ / 2@ =0)=2=t 1 R(dx)
{r(z)>1} 0

IA

C

= C

,0_1/ ()@= /OOy},(2(a1—5)—1)—1€—ydyR(d$)
{r(x)<1} 0

T(z)~1
+ / 7(w)2@ ) / 1201 =9=2=" G R(dux)
{r(z)>1} 0
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PR <2(a1 —0)— 1) / ( (2)2@ = R(da)

P {r(z)<1}

IN

C

< C (T(x)2<a1—5> /\T(x)) R(dx)
< o0
fiir eine Konstante C' > 0, die entsprechend gedndert wird. Desweiteren gilt mit

K =sup t2(a1=0)=1o=t" ynd e~ < 1 fiir alle ¢ > 0
t>1

/{||xo>1} dldr) = / é(dx)

)>1}
= / / 1{7_ tEw)>1}t7 pdtR(d:D)
= / / t2e " dtR(dx)
I Jr(z)—1
— / /OO t72(a1 76)71t2(a1 76)fleftpdtR(dx)
7(z)<1} Jr(z)~1

- / / t~2e " dt R(dx)
T(z >1} (z)—1

< (@R + [ r(@)R(do)

2(01 —0) /‘r(m)gl}

< o©o0.

Wir zeigen jetzt, dass ¢ die Darstellung (3.1]) besitzt.
Wir definieren ) durch (3.6)). Die Polardarstellung von @ ist von der Form

_ /SO /OOo L (rEu) Q(dr|u)or(du)

fiir alle A € B(T') mit 0(Sp) < oc. Dann definieren wir ¢(r,u) = [5° e™"*Q(ds|u),
d. h.

q(rp,u):/o e_rpsQ(ds\u).

Aus der Berechnung am Anfang dieses Beweis folgt dann

_ /S O /0 A Eu)g(r?, u)r2dro(du).

Wir miissen noch die letzte Behauptung zeigen. Die Definition des Mafles R liefert

= TTCCiiEQTTSC% T) = x) =
/;(x)R(dx)/F(() ()7 (x) Q(dx) /FQ(d)

Die Behauptung folgt dann mit Lemma [3.1.8 O
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Definition 3.1.13. Das eindeutige Maff R in (3.8) oder (3.9) heifst Rosiriski-
Maf der dazugehirigen TOSY, Verteilung.

Lemma 3.1.14. Sei p > 0. ¢ sei das Lévy-Maf einer pTOSY, Verteilung und o
das Spektralmafs. Fir jede Menge B € B(Sy) gilt

%iirg)t¢ {x el :7(z) > t,l(x) € B}) =0o(B). (3.15)

Beweis Es gilt nach dem Eigenschaften der Tempering-Funktion ¢

to({xr el :7(x )>tl( ) € B})

_ // (. u —a(du)

_ t// / e_TpSQ(ds\u)d—ga(du)

= o [T [ e touashatin

_ // ( 1t3p/tps e%ilda;>Q(dsyu)o(du).

Die letzte Gleichung folgt aus der Substitution z = r”s. Wir setzen

o0

Folt,s) = p~ltse — 51
o2, =p sSP e xr P xX.

tPs
Der Integrand lauft fiir x+ — 0 gegen Unendlich, deshalb folgt aus der Stetigkeit
von t — t”s und des Integranden sowie der Regel von L’Hopital

1 1
1.7 (oo —gp ———1
50 [ et r de

. L
}/g% folt,s) = %E}% -1
_t—Ze—tpS
= lim
t—0 —t—2
= lime " =1.
t—0
AuBerdem gilt
oo
Oplt:s) = lfls% / ¢ 2 v da — pt_ls_%e_tps
ot tPs

= p_ls% [/ (e7% — e 1"z~ da}}
tPs

fiir alle s > 0, da die Abbildung x — e~* monoton fallend ist. Damit ist auch
fo(t,s) monoton fallend fiir alle s > 0. Der monotone Konvergenzsatz liefert die
Behauptung. O

Im Fall einer pTOS%, Verteilung mit gegebenem Exponent E fiir festes p > 0
folgt aus der Eindeutigkeit des Grenzwertes die Eindeutigkeit von o. Damit ist
die Funktion g durch die verallgemeinerte Polardarstellung von ¢ fiir o—fast alle
u € Sy bestimmt. Fiir p > 0 fest kann ¢ durch den gegebenen Exponent und das
endliche Mafl ) eindeutig charakterisiert werden, da das Mafi Q durch das Maf} o
und die Funktion ¢ festgelegt ist. Nach ist die Darstellung von ¢ durch @
kompliziert, deshalb haben wir das Mafi R vorgestellt.
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Korollar 3.1.15. Seip > 0. Seien X1 bzw. Xy unabhdingige TOS%, Zufallsvektoren
in R% mit Rosinski-Maf8 Ry bzw. Ro und Shift by € R bzw. by € R, Sei ¢; das
Lévy-Maf$ von X; mit der Darstellung fiir § = 1,2. Sei weiter A € L(R?) ein
linearer Operator, der mit r¥ fir alle v > 0 kommutiert. Dann gilt

(i) X1+ Xo besitzt den Shift by + by und das Rosinski-Maf8 R1 + Ra.

(i) AX;y hat den Shift b und das Rosinski-Maf8 (AR1). Dabei ist
b= Aby + /Fx1{0<x||0<1}(14¢1)(d$) - /FAQC Lio<||zllo<1} @1 (d).

Beweis

(i) X1+ X5 besitzt offensichtlich den Shift by + by und das Lévy-MaB ¢1 + ¢2 .
Damit gilt fiir alle B € B(T")

(¢1 + ¢2 / / 1B rf SU _2d’l“(R1 + RQ)(d.’E)

(i) AX; besitzt den Shift b mit der obigen Darstellung und das Lévy-Maf (A¢).
Es folgt dann fiir alle B € B(I")

(Ap1)(B) = / / Lyoig(rfa)e ™ r=2dr Ry (dx)
_ / / 1p(rEa)e=" r=2dr( ARy ) (dz).

Somit folgt die Behauptung. O

Folgendes Korollar zeigt den Unterschied zwischen pT'OS%, und TOSY,, indem wir
das Verhalten der Tailfunktionen der Lévy-Mafle in der Néahe von Null betrachten.

Korollar 3.1.16. Sei p > 0 und sei ¢ das Lévy-MafS einer TOSY, gegeben durch
13.9). Dann ist fir s > 0 die Funktion s — s¢{7T(x) > s} fallend mit

lgirgls¢{r(x) > st = /FT x)R(dz

und
lim s¢{r(xz) > s} =0.
S§—00
Damit ist ¢ das Lévy-Map einer pTOSY, Verteilung genau dann, wenn

lsiilolsgb{T(:L“) > s} < o0.
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Beweis Wegen 7(tFz) = tr(x) folgt fiir p > 0
S// 1{T(tE$)>S}e_tpt_thR(d$)
rJo
= s// e "t 2dtR(dx)
I Jsr(z)~1
= // e~V 2 dyR(da).
rJr(z)-1

Die dritte Gleichung ergibt sich aus der Substitution y = é
Damit ist s — s¢{7(x) > s} fallend (gegen 0). Es gilt

sp{r(z) > s} = / / eV y~2dy R(da) / / y)dyR(dz)

Fiir s — oo konvergiert fy(p,y) =y 2e~ (%) gegen 0 und fiir alle s > 1 gilt

fs(p7 y) < fl(pay)
Da ¢ durch (3.9) definiert ist, erfiillt das Ma8 R die Eigenschaft (3.10). Damit folgt

/ / y)dyR(dx)
(z)~
= / / e Yy 2dyR(dx)
(z)~
_ / / 2(ap—+6")— 1y2(ap+6 )— le_ypdyR(diL’)
7(z)<1} J7(z)~

-2
* /’T (z)>1} /(z ‘ " dyR(dw)
7(z)2 %) R(dx) + / o 7(z)R(dx)

sp{T(x) > s}

(ap+5)/7( )<1}
< oo wegen (3.10).

Dabei ist K = supy2(@t9)=1e=%" Der Satz von der majorisierten Konvergenz

y>1
liefert

le sp{T(x) > s} = lim // y 2=V dyR(dx) = 0
S o :)3) 1

5—00

und aus dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt
hmsqS{T( > st = hm// y 2~V dy R(dx) = /T(x)R(da:).
r

AuBerdem ist nach Satz [3.1.12] ¢ das Lévy-MaBl einer pT'OS%, Verteilung genau
dann, wenn [, 7(z)R(dx) < co und das ist dquivalent zu

lsiﬁ)lsd){r(a:) > s} < o0.

O

Wir werden jetzt zeigen, dass TOS%, Verteilungen Momente beliebiger Ordnung
besitzen koénnen. Diese hidngen von dem Rosinski-Mafl R ab.
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Satz 3.1.17. Seip > 0 fest. Sei p eine TOSY, Verteilung mit Lévy-Maf ¢ definiert
durch (3.9). Dann gilt

(i) fRdT p(dr) < oo fir 0 <b< 1.
(i) Jga T(x)p(dz) < co genau dann, wenn f{T ()>1} 7(z) In(7(z))R(dzr) < o0
(i41) [ga T(x)°pu(dx) < 0o genau dann, wenn f{T ()51} 7(2)’R(dx) < oo fiir b > 1.

Um diesen Satz zu beweisen, brauchen wir folgendes Lemma:

Lemma 3.1.18. Die Abbildungen g (x) = max{7(z), 1} und g2(z) = maxz{r(z)®, 1}
fiir b > 0 sind fir x € R* im Sinne folgender Definition submultiplikativ.

Definition 3.1.19. Eine Funktion f : R? — [0,00) heifit submultiplikativ, falls
eine Konstante C > 0 exzistiert, so dass f(z +y) < Cf(z)f(y).

Beweis von Lemma [3.1.1§
Wir zeigen zunéchst, dass g1 submultiplikativ ist, indem wir folgende Fille betrach-
ten. Nach Lemma [2.3.2| existiert eine Konstante K > 1 mit

T(z +y) < K(1(2) + 7(y)).

Fall 1. Wenn 7(z) > 1 und 7(y) > 1 sind, dann folgt g;(z) = 7(x)
und g1(y) = 7(y)-

e 7(x+y) <1, dann gilt
gi(z+y) =1 <7(x)7(y) < 2K7(2)7(y) = 2K91(2)91(y)-
o 7(r+y)>1, dann gilt

nlz+y) = t(@+y) <K(r

= 2K7(z)7(y) = 2Kg1(2)g1(y)-
Fall 2. Wenn 7(z) < 1 und 7(y) > 1 sind, dann folgt g1(z) = 1 und ¢1(y) = 7(y).
e 7(x+y) <1, dann gilt
gz+y)=1<1-7(y) = q1(2)91(y) < 2Kg1(z)g1(y).

e 7(z+y)>1, dann gilt

T(z+y) < K(r(zx) + 7(y))
K(1+7(y))
2K7(y) = 2K g1(x)g1(y).

g1(z +y)

IA N

Fall 3. Fiir den Fall 7(x) > 1 und 7(y) < 1 geht der Beweis analog zum Fall 2.

Fall 4. Wenn 7(z) < 1 und 7(y) < 1 sind, dann folgt ¢g1(z) = 1 und ¢1(y) = 1.
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e 7(x+y) <1, dann gilt
g1z +y) =1=g(x)91(y) <2Kg1(x)g1(y).
e 7(x+y)>1,dann gilt

gz+y) = 1@ty < K(r(z)+7(y)
< K(1+1)=2K

2K g1(x)g1(y)-

Fiir b > 0 gilt
g2(z) = maz{r(z)®, 1} = maz{r(x)*,1°} = (maz{r(z),1})® = g1 (x)".
Damit gilt mit dem ersten Teil dieses Beweises
g2z +y) = g1z +y)* <2°K°01(2)°g1(y)" = 2°K g2(2)9a(y).
O

Beweis von Satz[3.1.17]
Da die Funktion g stetig, lokal beschrénkt und submultiplikativ ist, liefert Theorem
25.3 auf Seite 159 aus dem Buch [25] fiir b > 0 die Aquivalenz von

/ () u(de) < oo
Rd
und
/ 7(2)’¢(dx) < co.
m(z)>1}

Da ¢ die Darstellung (3.9)) besitzt, muss das Mafl R die Eigenschaft (3.10)) erfiillen.
Damit gilt

/ r@)o(ds) = / / L oy (002~ dE R (dz)
{r(z)>1} rJo -

_ / / (@) 2 dLR(dx)
rJr(z)-1

= / T(w)b/ 72 " dt R(dx)
{r(@)<1} m(z)~t

+ / T(az)b/ t*=2e7 " dt R(dx)
{r(x)>1} m(x)~!

= L + I

Mit K = sup t2(@+3)+0=1c=1" fiir alle b > 0 gilt wegen ([3.10)
t>1

L o= / 7(z)° / T et 2t 0 gy B )
{r(x)<1} 7(z)~!

K / ()b / =2t =gt R(da)
T(2)<1} (@)

IN
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K / 2(ap+6")+b
= — 7(2)“\% R(dx
2(ap + ') Jro)<y (@) (dz)
K

< = 7(z)2@ ) R(dx
~ 2(ap+ ) /{T(z)<1} (=) (dz)

< oQ.

D. h. die Existenz von f 0>y T 7(z)°¢(dr) hingt nur von I ab. Daher betrachten
wir folgende Fille:

(i) 0 <b<1:Dae ¥ <1 fiir alle t > 0 ist, gilt wegen (3.10)

I, = / 7(x)° / 727" dt R(dx)
T(x)>1} T(z)~1

< / (@) / 24t R(dx)
T(x)>1} T(z)~1

1

= — 7(z)R(dx)
L=b Jir@)>1y

< Q.

(ii) b= 1: Es gilt e7"" <1 fiir alle t > 0 und ¢! < 1 fiir alle ¢ > 1. Damit folgt
einerseits

1

I, = / T(a:)/ t~te " dt R(dx)

T(x)>1} 7(z)~ 1t

+ / T(x)/ t~Le " dt R(dx)
T(z)>1} 1
1 oo
/ T(:z:)/ t_ldtR(da:)—}—/ e_tpdt/ 7(z)R(dx)
T(x)>1} T(z)~1 1 {r(x)>1}

= / 7(z) 1n(T(x))R(d:E)+p_1/ y%_lﬁ 7(z)R(dx)
r(z)>1} 1 €Y Jir(x)>1}

< /T(x)>1}T(:U)ln(T(:z:))R(d:E)+p_1F <;> /{ T(z)>1}r(x)R(dx)-

Andererseits gilt

1
I, > / (:E)/ t~Le " dt R(dx)
(x)>1} (z)~1

> el / t~LdtR(dx)
{r(z >1} T(z)~ 1t

—1
> /{ ooy, TR )Rl

IN

féT(z 13T R(dz) < oo aus der Eigenschaft (3.10]) folgt, gilt I < oo

amit
/ T(z)p(dx) < 00
{r(x)>1}

genau dann, wenn f{T 7(x) In(7(x))R(dz) < oo ist.

)>13 7
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(iii) b > 1: Auf der einen Seite gilt

I, < / T(x)b/ tb_Qe_tpdtR(dx)
{r(z)>1} 0
= o[ [ e vy ()
{7(z)>1} 0

und auf der anderen Seite ist

I, > / T(aj)b/ t*=2e""dt R(dx)
7(z)>1} 1

= C 7(x)°R(dz) fiir eine Konstante C > 0.
{r(=)>1}

Damit folgt die Behauptung. O

Korollar 3.1.20. Sei pu eine TOSY, Verteilung mit Lévy-Maf8 ¢, das die Darstel-
lung (3.9) besitzt. Dann gilt fiir alle (kleine) §' > 0

(i) Jya ll2llgp(dz) < o0 fir 0 < B < L.

1

(1) Jpa ||:cH8p+6’M(dx) < 00, wenn f{T(m)>1}T($) In(7(z))R(dx) < oo gilt.

(i) Auperdem folgt [pa ”ZL’Hg,u(dZL') < 00, wenn f{T(m)>1} 7(x)@r ) R(dr) < oo

f’l:l:?” ﬁ > ﬁ gllt

Beweis Wegen Theorem 25.3 auf Seite 159 in [25] sind

/ o8 u(dz) < o und lellf é(da) < oo
R4 {llz]jo>1}

aquivalent, da z — max{Hwﬂg , 1} stetig, lokal beschrinkt und submultiplikativ ist.
Desweiteren gilt mit Lemma fiir eine Konstante C' > 0

/ |z|lgd(dz) < C ()@ ¢(dx).
{llzllo>1} {r(z)>1}

Die Behauptung folgt dann aus Satz [3.1.17| mit b = [(a, + 0'). In (i) gilt die

Behauptung fiir 0 < 5 < a,,ié' = é —-1<g mit vy = é — api(;, > 0. ]

Lemma 3.1.21. Sei ¢ das Lévy-Maf8 einer pTOSY, Verteilung. Falls ay > 1 ist,

dann gilt
/ lolod(dz) < oo.
{o<lzllo<1}
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Beweis Da a; > 1 ist, existiert ein 6 > 0 mit a; —J > 1. Dann folgt aus der
Definition des Lévy-MaBes einer pT'OS%, Verteilung und Lemma

o dr
[ et < [ [T aeeauen Pl ot
{0<[lz[lo<1} So /0 r
C/ /OO 1{O<T(TEu)<1}T(TEu)a175d7;na(du)
So J0 - r

1
= C/ / r1=0=20r5(du) < o
So JO

fiir eine Konstante C > 0. O

IN

Folgendes Lemma stellt einen Zusammenhang zwischen den Parametern einer pTOS%,
Verteilung und den Parametern einer () operator stabilen Verteilung her.

Lemma 3.1.22. Sei p > 0. Sei ¢ das Lévy-Maf8 einer pTOSY, Verteilung mit
der Darstellung und Rosinski-Map R. Sei weiter ¢o das Lévy-Maf einer (t¥)
operator stabilen Verteilung mit der Darstellung .

Dann gilt fiir alle A € B(T)

/ / 1La(tPx)t~2dtR(dx). (3.16)
Aufserdem gilt fir alle B € B(Sy)

o(B) :/FlB(T(l‘)_EZE)T(ﬂS')R(d.T). (3.17)

Beweis Fiir alle A € B(I") folgt aus

/F /0 (o)t 2dtR(dr) = /S O / / La(tFr 7P u)t=2dtr s Q(dr u)o(du)
_ /SO/O /0 La(s5u)s~2dsQ(dr|u)o(du)
_ /S 0 / (5P ) s~ 2ds /0 ~ O(drlu)o(du)
- /S O / La(sPu)s™2dso(du)

Die vorletzte Gleichheit folgt daraus, dass p eine pT'OS%, Verteilung ist, und damit
sind Q(-|u) fiir o-fast alle u € Sy Wahrscheinlichkeitsmafie. Da 7(rfu) = r fiir
u € Sp gilt und p eine pT'OSY, Verteilung ist, folgt mit (3.7) fiir alle B € B(Sy)

[ 18(r(@) o) Rido)

u) r_%Eu)T(r_%Eu)r% Q(dr|u)o(du)

Q(dr|u)o(du)

I
Jody et
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- /3013<u> / Qdr|u)o(du)
= o(B).
]

Ein Lévy-Prozess X = {X(¢) : t > 0} in R? heifit TOS,, Lévy-Prozess bzw.
pTOS), Lévy-Prozess, wenn X (1) eine TOS%, bzw. pT'OS?, Verteilung besitzt.
Genauso ist ein Lévy-Prozess Y = {Y(¢) : t > 0} ein (t¥) operator stabiler
Lévy-Prozess, falls die Verteilung von Y (1) (t¥) operator stabil ist. Wir definieren
weiter den zeitreskalierten Prozess X; (engl. the time rescaled process) durch
Xp(t) = X (ht) fiir h > 0 und t > 0. Wir bezeichnen mit ,,=> in D ([0, 00) ,R%)*
die schwache Konvergenz von Prozessen im Raum D ([0, 00) ,Rd) der rechtsseitig
stetigen Funktionen f : [0,00) — R? mit linksseitigen Limiten. Kurz gesagt, die
Funktionen f, die cadlag sind (franz.: cadlag= continue a droite avec limites &
gauche). D ([O, 00) ,Rd) ist mit der Skorohod-Topologie versehen.

Satz 3.1.23. Sei X = {X(t) : t > 0} ein TOSY, Lévy-Prozess in R%. X(1) besitze
das Rosinski-Mafi R und die charakteristische Funktion

E(€i<y,X(1)>) = exp (/F <6i<y,x) 1= 'l<y7:1:>1{||x”0<1}) ¢(d$)> .

(i) Falls [ 7(x)R(dx) < oo ist, dann gilt

hBX, —by=Y in D ([0, ) ,Rd) fir h—0 (3.18)

bu(t) = —th /F (W) ey 1y (d),

wobei Y = {Y(t) : t > 0} ein (t¥) operator stabiler Lévy-Prozess ist. Dabei
besitzt die Verteilung von Y (1) die charakteristische Funktion

exp (/F (6i<y79€> —1- i<y,x>1{”xHO<1}> ¢0(dg:)> .

Das Lévy-Maf ¢g ist von der Form (2.10). ¢o bzw. o kénnen die Darstellung
(3.16) bzw. (3.17) besitzen.

(ii) Gilt fiir ein &' >0
/ ()2 ) R(da) < oo, (3.19)
T(x)>1}
dann folgt fiir h — oo
h=3 X, —b, > B in D ([0, ) ,Rd> . (3.20)

Dabei ist

' (1) = th? d
) =1 /{leozl}xd)( g
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und B = {B(t) : t > 0} eine zentrierte Brownsche Bewegung mit charakteris-
tischer Funktion

(e <0507 —exp (—F [ taiotas) ).

Beweis

(i) Wir setzen Y (t,h) = h"E X (t) — bp(t) = h"EX (ht) — by(t).
Esist fir0 <h <1

1) = b [ (" F) i enyo(da)
= h/r(h_EfU) (Liry<nt — Lpr(w)<1y) ¢(de)
= h/r(hEaf) (1{T(th:c)<1} - 1{T(x)<1}> o(dz)
= h/F(h_Eﬂf) (1{||th$\\0<1} - 1{||x||o<1}) ¢(dz).

Dann gilt

E(ei<y,Y(1,h)>)
= exp <h/F <€i<h7E*y’x> -1-i< h_E*y,x > 1{||x||0<1}> qb(dac))
exp <—ih <y, /F(h_El‘) (1{\\h—Ex||o<1} - 1{||:B||0<1}> ¢(dz) >>
= exp <h/ <6i<y’h_Em> —l—i<yh Fz>
T
(1{||=’D||0<1} + Ljh-Eafo<ty — 1{||m||o<1}>> ¢(d~’”))
= exp <h/F <ei<y,h_Ez> —1—-1i<y, h_ECC > 1{||h_E:1:||0<1}) gZS(dIE))
= exp (h/r (ei<y,x> -l-i<y,z> 1{Hfl3||0<1}) (hEd))(da;)>

= exp <’L <y,ap > +/ (ei<y,:c> -l—-i<y,xz> 1{||90H0<1}) th(d.%'))
r

mit ap, = 0 und ¢, = h(h~F¢). Da Y (t,h) mit t > 0 fiir jedes h > 0 einen
Lévy-Prozess bildet, reicht es nach dem Satz von Skorohod (siehe Theorem
15.17 und Aufgabe 3 in Kapitel 16 im Buch [16]) die Konvergenz in ¢t = 1 zu
zeigen:

Y(1,h) = Y(1) fir h— 0. (3.21)

Wir zeigen (3.21) mithilfe von Theorem 3.1.16 auf Seite 47 im Buch [I§],
d. h. wir beweisen folgende Bedingungen:
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(a) ¢p — ¢o in M fiir h — 0, d. h. ¢;, konvergiert vage gegen ¢y.
(b) ap — 0 fiir h — 0.
(¢) lim lim f{0<||a:Ho<e} (z,2)2¢p(dx) = 0 fiir alle z € R?.

e—0 h—0

(a) Sei A C I eine ¢p-Stetigkeitsmenge mit dist(A,0) > 0, d. h. ¢po(0A) = 0.
Es gilt mit (3.1))

¢n(A) ho(h” A)

_ /SO/ 1y 4 () q(r?, wr—2dro(du)
~ /S O /0 1A (h=ErPu)g(r, u)r—2dro (du)
_ /S 0 /0 AP u)g((sh)?, u)s~2dso(du)

_ /S 0 /0 (s, u)s~2dso(du).

Fiir h — 0 konvergiert f;(s,u) = 14(s"u)q((sh)?,u) gegen 14(s"u) fiir
o-fast alle u € Sp, da ¢(0%,u) = 1 fiir o-fast alle u € Sp im Fall einer
pTOSY, Verteilung ist. Da dist(A,0) > 0 ist, existiert ein ro > 0, so dass

Tn(s,u) < 1 00)(8)q((sh)P,u) < 1 o0y(s)  fiiralle h >0

und fiir o-fast alle u € Sy gilt. Die zweite Ungleichung folgt aus der
Tatsache, dass die Funktion ¢ monoton fallend ist und ¢(0%,u) = 1 fiir
o-fast alle u € Sp im Fall einer pT'OS%, Verteilung ist. Da o ein endliches
Maf auf der Einheitssphére Sy ist, folgt

// [70,00) s 2dso(du) // “2dso(du) =y o (So) <
So So Jro

Damit liefert der Satz von der majorisierten Konvergenz

hm on(A) = hm/ / La(sPu)q((sh)?,u)s 2dso(du) = ¢o(A).
So

h—0
(b) ist trivial, da aj = 0 ist.
(c) Fiir € > 0 gilt mit fiir alle z € RY
(z,)%¢n(dz)
{o<flzllo<e}
= h / (z,h " Ex)2p(dx)

{0<||h—Ez|o<e}

- h/so/o Lo<ii(p)Zulo<er % (5) w)?q(r”, w) 5o (du)
- /So/o 1{0<HSEUI|0<E}<273EU>2Q((8h)p,U)S_sta(du)

_ /S 0 /0 " fon(s,u)s~2dso(du).
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Da die Funktion ¢ monoton fallend mit ¢(0%, u) = 1 fiir o-fast alle u € S
im Fall einer pT'OSY, Verteilung ist, folgt

- E,\2 _
15% ]lllm fe h(S u) 11_I>I(1) }Lli)% 1{0<||sEu||o<e}<Z78 u> Q((Sh)pau) =0

fiir o-fast alle u € Sy und

fen(s,1) = LigopsBufo<a (2, 87u)2q((sh)P 1) < Liocsbufo<y (2 87 u)?

fiir o-fast alle u € Sy, fiir alle € > 0 und fiir alle h > 0. Da ¢ ein endliches
Maf ist und a1 > %, gilt

9ds
// Lioc||sBufo<1} (2> 87 0)° — 2 o(du)

< P [ [T toctemutpen Il Syt
< I [ ey S
< C\|z||2// 201-0)-2g5 )

Cllz)o

2(ay — 6)71

fiir eine Konstante C' > 0, die entsprechend immer geéindert wird. Damit
liefert der Satz von der majorisierten Konvergenz

lim lim (z,2)%¢p(dx)
e—0h—0 {0<||z|jo<e}

= hmhm// ].{0<||5Eu”0<6}<25 u)?q((sh)?, )d o(du)

e—0 h—0

(i) Wegen der Bedingung und Lemman gilt f{||a:||0>1} |3 (dz) < oo
und damit ist B[ X (1)||2 endlich. Z(t, h) = h™ 2" X},(t) — b}, (t) mit ¢ > 0 bilden
fiir jedes h > 0 einen Lévy-Prozess. Dabei besitzt Z (1, h) die charakteristische
Funktion der Form

E(ei<y,Z(1,h)>) = exp

—ih3 (y, (d

iy /{39||0>1}w ()

- h/ (6i<y’hélr> —1- i<y,h_51f€>1{||xo<1}> ¢(d$)]

r

= bl (e 1 ity 2) (h=3¢)(d ]
e |1 [ (e i{y.2)) (=376 ()

= X ) , i(y,@) _ 1—1 , h d :|
ep[z<yah>+/r<e z(yw>)¢(w)

und damit ist der Erwartungswert gleich Null, wobei ¢" = h(h_%l ¢) und
ap = 0 ist. Analog zu Teil (i) reicht es Folgendes zu zeigen:

Z(1,h) = B(1) fir h— . (3.22)
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Um (3.22) zu zeigen, miissen wir folgende Bedingungen beweisen:

(a) ¢" — 0 in M fiir b — oo,
(b) ap — 0 fiir h — oo.
(c) lim lim f{0<Hx||0<e}<z,x>2¢h(dx) = [p(z, z)?¢(dz) fiir alle z € R%.

e—0 h—oo
(a) Sei e > 0. Dann gilt
o ({lallo > ¢}) = / ¢ (dz)
{llzllo>¢€}
2
{lzllo>ey 125
< / 1 ofose 226" (d)
= [ Yt IR
N E_2/1{||ac||0>€h;>}Ilfvllﬁcb(drf)
= < [ hue. ot

Die vorletzte Gleichheit folgt aus h=3ly =h=3Iz = h™3a.
fu(z,e) = 1{\\z||o>eh%}Hx”% konvergiert fiir h — oo gegen 0 und es gilt

fn(z,€) < ||z||3 fiir alle h > 0. Die Voraussetzung (3.19) und die Eigen-
schaften des Lévy-Mafles liefern

/ Jz|36(dz) < oo.
T

Der Satz von der majorisierten Konvergenz impliziert

h—o0 h—o0

lim <2 [ fulw90(de) = Jim 2 [ alfo(d) =0
r {lizllo>enz }

und damit folgt

Tim 6" ({]lz]lo > e}) = 0.

Sei A € B(I") mit dist(A,0) > 0 beliebig. Da dist(A,0) > 0 ist, existiert
€ >0, so dass A C {||z]lo > €}. Damit gilt ¢" — 0 in M fiir h — oo.
(b) gilt offensichtlich.

(c) Es gilt fiir alle z € R?

/ (z,2)%¢"(dx) = h / ) (2, " 22)2¢(dz)
{0<||zllo<e} {0<||h™ 2 z|jo<e}

- / (2,2 (dx)
{0<||z|jo<eh2}

- / fen(2)é(dz)
T
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: ._ 2 . .
mit fep(x) := 1{0<”z”0<6h%}<z, x)?. Desweiteren gilt
lim Ui = lim lim 1 2 _ 2
i i Fen(@) =l Bm 1y ogpcandy 00 = (202)
und
fon(@) < (z,2)? fir alle e>0 undalle h>0
sowie

[ za?otan) < Clif [ flelotdo).
Die Behauptung folgt aus der Eigenschaften des Lévy-Mafles, (3.19)) und

dem Satz von der majorisierten Konvergenz.

O
Lemma 3.1.24.

(1) Falls X (1) in Satz|3.1.25 das Rosiriski-Maf R und die charakteristische Funk-

tion der Form
E(ei<y,X(1)>) = exp (/ (ei<y,x> _ 1) ¢(d$))
T

besitzt, so konnen wir by, (t) = 0 fir allet > 0 in (3.18) und bj,(t) = the Jr xo(dz)
fiir alle t > 0 in (3.20) wdhlen.

(ii) Falls X (1) in Satz|3.1.23 das Rosinski-Maf$ R und die charakteristische Funk-
tion der Form

r

besitzt, so konnen wir by (t) = 0 fir allet > 0 in (3.18)) und b}, (t) = 0 fiir alle
t >0 in (3.20) wdhlen.

Beweis

(i) X (1) besitzt die charakteristische Funktion
E(ei<y,X(1)>) = exp </F (€i<y,x> _ 1) (b(dw)) )
Somit hat h~# X (h) die charakteristische Funktion
E(ei<y,h*EX(h)>) = exp </F (ei<y,x> _ 1) ¢h(dfv)>

mit ¢, = h(h~F¢). Analog zu (i) aus Satz [3.1.23| gelten die Bedingungen
(a)-(c) auch hier. Die charakteristische Funktion von h 2 X (h) — b, (1) hat
die Darstellung

. _1 , 4
(e X002 e ([ (@0 <1 i < g >) o)
T

mit ¢ = h(h_%gb). Analog zu (7i) aus Satz |3.1.23| gelten die Bedingungen
(a)-(c) auch hier und damit folgt die Behauptung.
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(ii) X (1) besitzt die charakteristische Funktion
E(e"<¥X(1)>) = exp </ (e"<V™> —1—i<y,z>) qS(da;)) .
r

Fiir B = E oder B = 11 besitzt h~5X(h) die charakteristische Funktion

E(e! <0 X0>) = exp ( / ("0 —1—i<y.x>) ¢’<dw>>
r

mit ¢’ = h(h~™B¢). Die Bedingungen (a)-(c) folgen analog zu (a)-(c) in (i)
und (7) aus Satz [3.1.23] Damit gilt die Behauptung. O

Satz [3.1.23| und Lemma [3.1.24] besagen, dass der pT'OS%, Lévy-Prozess auf kurze
Zeit unter geeigneter Raum- und Zeitskalierung einen () operator stabilen Lévy-

Prozess approximiert, withrend sich der TOS%, Lévy-Prozess und damit auch der
pTOSY, Lévy-Prozess unter der Voraussetzung (3.19)) auf lange Zeit hin wie eine
Brownsche Bewegung verhélt.

Satz 3.1.25. Sei ¢ das Lévy-Mafs einer pTOSfE Verteilung. Dann ist ¢ ein requldr
variterendes Maj$ in der Null mit Fxponent E.

Beweis

¢o ist M—voll. Aus dem Beweis von Satz Teil (i) folgt h(h=F¢) — ¢g in M
fiir h — 0. Das ist dquivalent zu +(n¥¢) — ¢g in M fiir n — co. AuBerdem ist die
Folge (n%),cn nach Beispielreguléir variierend mit Index F. FE ist invertierbar,
da die Realteile seiner Eigenwerte strikt grofler als Null sind. Proposition [2.1.13| Teil

(i) liefert dann die Behauptung. O

3.2 Tempered operator stabile Verteilungen

Dieser Abschnitt dient der Vollstéindigkeit der Arbeit. Wir werden hier den Spezi-
alfall von TOS%, Verteilungen fiir p = 1 betrachten. Eine (p)T'OS%, Verteilung mit
p = 1 wird im Folgenden kurz (proper) tempered operator stabile Vertei-
lung mit Exponent E genannt und wir schreiben (p)TOSg anstatt (p)TOS%. Der
Grund fiir die Einfiihrung dieses Spezialfalles besteht darin, dass wir im néchsten
Kapitel eine Irrfahrt konstruieren, die gegen eine pT'OSE Verteilung konvergiert
und eine Reihendarstellung fiir den pT'OSE Lévy-Prozess herleiten. Auf Beweise
wird an dieser Stelle verzichtet, da diese analog zu den Beweisen des vorherigen
Abschnittes gehen. Zur Erinnerung: TOSg bzw. pT'OSE Verteilungen sind wie folgt
definiert:

Definition 3.2.1. Ein volles Wahrscheinlichkeitsmaf 1 auf R? heifit tempered
operator stabil mit Exponent E, falls p unendlich teilbar mit p ~ [a,0, @] ist.
Dabei besitzt das Lévy-MafS ¢ folgende Darstellung fiir alle A € B(T)

o(A) = /S /000 La(rFu)q(r, u)r—2dro(du), (3.23)
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wobei o ein endliches Mafy auf der Einheitssphire Sy ist. E € L(RY) ist ein linearer
Operator mit der Figenschaft, dass seine Eigenwerte Realteile a1, ... ,a, mitp <d
und 3 < ay < -+ < ap besitzen. Die messbare Funktion q : (0,00) x Sy — (0, 00)
mit v — q(r,u) ist vollstindig monoton und es gilt q(co,u) = 0 fir alle u € Sp.
Gilt zusditzlich q(0%,u) = 1 fir o-fast alle w € Sy, dann nennen wir y proper
tempered operator stabile Verteilung mit Exponent E.

Wegen der vollstdndigen Monotonie besitzt die Tempering-Funktion folgende Dar-
stellung

g(ru) = /O e Q(dslu),

wobel {Q(:|u)}ues, eine messbare Familie von Borelmafien auf (0,00) ist, d. h.
Q(B|u) ist messbar in u fiir jede Menge B € B((0,00)). Q(:|u) sind Wahrschein-
lichkeitsmafBe fiir o-fast alle u € Sy, wenn ¢(0",u) = 1. Die MaBe Q bzw. R sind
dann definiert durch

Definition 3.2.2. Fiir alle A € B(I") definieren wir das Mafi QQ durch
Q(A) = /S /0 LGP u)Qdr|u)o(du) (3.24)
0
und das Mafl R durch
R(A) := /1“ 1a (T(ﬂs)_El(az)) T(z)Q(dx). (3.25)
Dabei sind Q(-|u) und o wie oben definiert.
Damit hat R folgende Polardarstellung fiir alle A € B(T)

R(A) = /S /OOO La(r~Ew)rQ(dr|u)o(du). (3.26)

Nach Lemma [3.1.10] mit p = 1 kénnen wir das Mafl ) durch das Mafi R mit der
gleichen Transformation erhalten:

Lemma 3.2.3. Fiir das Maf$ Q in und das Maf$ R in gilt fir A € B(T")
Q(A) = /1“ 14 (T(ﬂz)_El(az)) 7(z)R(dx) (3.27)

Wir kénnen das Lévy-Mafl ¢ einer TOSE Verteilung durch das Mafl R wie folgt
charakterisieren.

Satz 3.2.4. Das Lévy-Mafs ¢ einer TOSg Verteilung besitzt folgende Darstellung
Pp(A) = / / 1a(tPx)t 2t dt R(dx) (3.28)
rJo
fiir alle A € B(T"), wobei R ein eindeutiges Maf auf T' mit

/ (T(a:)Q(aPJ”S/) A T(m)) R(dz) < oo fiir alle & >0 st (3.29)
r
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Umgekehrt ist R ein Mafl mit
/ (T(x)Q(‘“_‘S) A T(l‘)) R(dz) < oo fiir ein geeignet kleines 0 >0, (3.30)
r

so stellt (3.28)) das Lévy-Maf$ einer TOSE Verteilung dar. ¢ ist das Lévy-Maj$ einer
pT'OSE Verteilung genau dann, wenn

/F (@) R(dz) < 0. (3.31)

Auflerdem kénnen die Momente beliebiger Ordnung von TOSE Verteilungen end-
lich sein.

Korollar 3.2.5. Sei p eine TOSE Verteilung mit Lévy-Mafl ¢, das die Darstellung
(3.28)) besitzt. Dann gilt fiir &' > 0

(i) Jya ll2llgp(dz) < 00 fiir 0 < B < L.

1
(1) Jpa ]| 57 p(dz) < oo, wenn f{T(x)>1}7'(l') In(7(x))R(dx) < oo gilt.

(i) Auperdem folgt [pa ”iL'Hg,u(dZL') < 00, wenn f{T(m)>1} 7(x)P@r ) R(dr) < oo

f’l:l:?” ﬂ > ﬁ gllt

Desweiteren gilt fiir pT’OSE Verteilungen:

Lemma 3.2.6. Sei ¢ das Lévy-Mafl einer pT'OSE Verteilung. Falls a1 > 1 ist,
dann gilt
/ o (da) < oo.
{o<llzllo<1}

Folgendes Lemma stellt einen Zusammenhang zwischen den Parametern von pT'OSg
Verteilungen und den Parametern von () operator stabilen Verteilungen her.

Lemma 3.2.7. Sei ¢ das Lévy-Maf$ einer pTOSg Verteilung mit der Darstellung
(3.23) und das Rosiriski-Maf R. Sei ¢o das Lévy-Maf einer (t¥) operator stabilen
Verteilung mit Darstellung (2.10). Dann gilt fir alle A € B(T")

B oo = L
do(A) = /F/O 14(t7x)t"2dtR(dx). (3.32)
Auperdem gilt fiir alle B € B(Sp)

o(B) = /F 1 (7 (@) ~Ea)r(2) R(dz). (3.33)

Die TOSE Verteilungen erfiillen auch folgende Eigenschaft des Kurz- und Lang-
zeitverhaltens:
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Satz 3.2.8. Sei X = {X(t) : t > 0} ein TOSE Lévy-Prozess in R%. X (1) besitzt
das Rosinski-Maf R und die charakteristische Funktion

E(e" <X (17) = exp (/ () =1 = ily, @)1 ey ¢(dw)>
r
(i) Falls [ 7(z)R(dx) < oo ist, dann gilt

hEXy —bp=Y in D ([o, ) ,Rd) fir h—0 (3.34)

bu(t) = —th /F (hP2) 1 v oy <1y H(de),

wobei Y = {Y(t) : t > 0} ein (t¥) operator stabiler Lévy-Prozess ist. Dabei
besitzt die Verteilung von Y (1) die charakteristische Funktion

exp (/F <ei<y,x> —1- i<y,x>1{”xHO<1}> qSo(dx)) .

Das Lévy-Maf ¢g ist von der Form (2.10). ¢o bzw. o kénnen die Darstellung
(13.32)) bzw. (3.33) besitzen.

(i1) Gilt fiir ein &' >0

/ (@)20 ) R(dz) < oo, (3.35)
7(z)>1}
dann folgt fiir h — oo
h=3X, b, =B in D ([o, o) ,]Rd> . (3.36)
Dabei ist
b, (t) = th? / 2é(dz)
{llllo>1}

und B = {B(t) : t > 0} eine zentrierte Brownsche Bewegung mit charakteris-
tischer Funktion
t
exp (2 /<y,x>2¢(dfﬂ)> :
r

Bevor wir diesen Abschnitt abschlieflen, stellen wir zwei Beispiele von TOSg Ver-
teilungen vor.

Beispiel 3.2.9.

(i) Sei die Funktion q : (0,00) xSy — (0,00) definiert durch q(r,u) = q(r) = e=""
fiir eine Konstante k > 0 und fiir alle u € Sy. q ist vollstindig monoton, da q
unendlich oft stetig differenzierbar und (—1)"¢™(r) = k=" = k"q(r) > 0
firn € Nyg. Es gilt rhjgo q(r) = 0 und q(0%) = 1. Wir kénnen die Funktion q

wie folgt umschreiben:

o= [ T e e (ds).
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Wir setzen Q(ds|u) = €x(ds). Q(-|u) ist fir alle uw € Sy ein Wahrscheinlich-
keitsmaf. Wir definieren fiir A C I' das Mafl Q durch

QA) = /S /O AP en(dr)o (du) = /S La (kB )or(du)
und das Maf8 R durch

R(A) = /S 0 /0 AP u)ren(dr)o(du) = & / La(rFu)o(du)

So
fiir ein endliches Maf$ o auf der Einheitssphdire So und einen linearen Ope-
rator E in R%, dessen Eigenwerte Realteile ay, ..., ap mit % <ar <. <a
und p < d besitzen. Fir k = 1 sind die Mafle Q und R auf So konzentriert
und stimmen mit dem Maf$ o tberein. Es gilt weiter

/T(J;)R(d;r) = /1/ 7(k Fu)o(du) = /ml/ o(du) = o(Sp).
r So So
Daraus folgt mit Satz[3.2.4], dass das Maf
p(A) = //OO 1a(tF2)t~2e 7 dt R(dx)
rJo
_ * E, —-FE -2 _—t
= 5/50/0 1a(t" kP u)t“e "dto(du)

= // La(sPu)s™2e " dso(du)
So JO

fiir A C T das Lévy-Maf einer pTOSE Verteilung pu auf R? ist. Dieses Maf p
besitzt Momente beliebiger Ordnung, denn fiir ' > 0 gilt nach Korollar[3.2.5
Jga ||$H€M(dl') < oo fird<p< é Da

/P Lr(w)>1y7(2) In(7(2)) R(dx)

= K/S'Q 1{T(H7Eu)>1}T(H_EU) In(7 (k™ Fu))o(du)

B 0 fir k>1
In(kY)o(Sy) fir 0<k<1
< o0

1
ap+5/

gilt, folgt ebenfalls mit Korollar|3.2.5, dass [ga|lz|"" p(dz) < oo ist. Die
andere Momente ezistieren auch wegen Korollar[3.2.5 und

/F1{T(x)>1}7($)6(ap+6/)R(dﬁﬂ)

S /S Lr(n-Baysy T(5 Fu)P @) o (du)
0

0 fir k>1

p1=Blar )5 (Sy)  fir 0< k<1
< 00.
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Da p eine pTOSE Verteilung ist, verhdlt sich der pTOSg Lévy-Prozess X mit
X (1) nach p-verteilt, auf kurze Zeit betrachtet, wie ein (t¥) operator stabiler
Lévy-Prozess. AufSerdem gilt

Ammm@%”Wm

= /{/S l{T(K—Eu)>1}7’(K_Eu)Q(ap+6/)O'(du)

0
0 fir k>1

k125 (S0) fir 0< k<1
< o0.
Damit gilt der zweite Teil von Satz[3.2.8, d. h. der Prozess X approximiert

auf lange Zeit hin eine Brownsche Bewegung B mit B(1) ~ v und charakte-
ristischer Funktion

5(y) = exp (—; /S O /0 OO(y,rEu>26_”rr_2dra(du)>.

(i) Wir verallgemeinern das erste Beispiel, indem wir anstatt der Konstante
k eine von u abhdngige Funktion r(u) annehmen. Also sei die Funktion
q:(0,00) x Sy — (0,00) definiert durch q(r,u) = e~ fiir eine messbare
Funktion r : Sy — (0,00). Die Abbildung r — q(r,u) ist unendlich oft stetig
differenzierbar und besitzt partielle Ableitungen mit alternierendem Vorzei-
chen, d. h. (—1)”8‘%(](7‘, u) = r(u)"e "W = gk(u)*q(r,u) > 0 fir n € Ny
und fir alle u € Sy. Desweiteren gilt Tlggo q(r,u) = 0 und q(0",u) = 1 fiir
alle uw € So. Die Funktion q hat folgende Gestalt:

Q(ra u) = /0 e_rsefi(u) (ds)

Wir setzen Q(ds|u) = €, (ds). Q(-|u) ist fir alle u € Sy ein Wahrschein-
lichkeitsmafl. Wir definieren fiir A C T’ das Maf$ Q durch

= > TEUE rjolau) = KJUEUO'U
QW—AAlA ey ([dr)o(du) Auu>>w>

und das Mafl R durch

R(A) = /S /0 LAl P e (dr)o (du) = / ()~ Fu) () (dur).

So

Dabei ist o ein endliches Maf auf der Einheitssphire Sy und E € L(RY),
dessen Eigenwerte Realteile aq,...,a, mit % <a < ---<apundp < d
besitzen. Da

= THUiEUIQUO'U
Ammmw—é<<>><uw

= /I{(U)_IK(U)U(dU)
So
= (%)
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gilt, folgt aus Satz[3.2.4, dass das Majfs
?(A) = // 1a(tPx)t 2 dtR(dx)
rJo
= // La(tPr(w) " Pu)t2e tdtr(u)o(du)
So J0
= // 1a(sPu)s™2e W3 dso (du)
So JO

fir A C T das Lévy-Map einer pTOSg Verteilung p auf R? ist. Auferdem
gilt fiir & >0

(0) Jea llzlgn(da) < oo fiir 0 < 5 < .

1
(b) Gilt f{n(u)<1} In(k(u) "o (du) < oo, so ist [ga|lzllg?™" pu(dz) < co.
(¢) [ga ||1'Hg,u(dl') < 00, wenn f{n(u)<1} k(1) B o () < oo

Dies folgt aus Korollar[3.2.5 und
/ 7(z) In(7(z))R(dx)
T(x)>1}

/ T(ﬁ(u)fEu) ln(T(ﬂ(u)fEu))li(u)a(du)
{r(s(w)~Fu)>1}

= / r(w) "t n(k(u) ) r(u)o(du)
{r(w)~1>1}
= / In(k(u) o (du)
{r(w)
/ T(x)ﬁ(a”Jr‘sl)R(da:) = / T(/ﬁ(u)*Eu)ﬁ(apwl)m(u)a(du)
(x)>1} {r(r(w)=Fu)>1}

= / k() ~Per ) () o (du)
{r(u)~1>1}

= / k() Pt o (du).
{r(u)<1}

Da [ 7(x)R(dx) = o(So) ist, gilt der erste Teil von Satz|3.2.8 Der zweite
Teil gilt nur, wenn

/ (@) 29+ R(dr) = / () 20 () < 00
fr@)>1) frw)<1)

ist. Dabei ist die charakteristische Funktion der Brownschen Bewegung von

der Form . -
exp <—/ / (y, sEu>2526”(“)sdsa(du)> .
2 So /0
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3.3 Verallgemeinerte tempered operator stabile Vertei-
lungen

Wir betrachten hier eine weitere Klasse von tempered operator stabilen Verteilun-
gen: die sogenannten verallgemeinerten tempered operator stabilen Verteilungen.
Diese Klasse enthélt alle pT' OS% Verteilungen. In diesem Fall kénnen wir das Ver-
halten eines verallgemeinerten tempered operator stabilen Prozesses auf kurze und
lange Zeit auch beweisen. Die anderen Eigenschaften kénnen wir aber nicht zeigen,
da die Funktion g keine explizite Darstellung besitzt.

Definition 3.3.1. Wir nennen eine volle unendlich teilbare Verteilung p auf R?
verallgemeinerte tempered operator stabile Verteilung mit Exponent E
(engl.: generalised tempered operator stable distribution), falls p keinen Gaufanteil
besitzt und fir A € B(T)

o(A) = /S /000 La(rPu)q(r, u)r—2dro(du) (3.37)

gilt, wobei o ein endliches Maf auf der Einheitssphire Sy ist. E € L(R?) ist ein
linearer Operator mit der Figenschaft, dass seine Eigenwerte Realteile a1, ..., a,
mit 3 < ay < -+ < ap und p < d besitzen. Die Punktion q : (0,00) x Sy — (0, 0)
ist eine messbare gleichmdfig beschrinkte Funktion, so dass fir eine nichtnegative
Funktion g € L*(Sy, o) folgendes gilt

tim lg(r,) = 90)l| 21 5p.0) = 0 (3.38)

Wir bezeichnen diese Klasse von Verteilungen mit GT'OSg und nennen die Funk-
tion q die Tempering-Funktion.

Beispiel 3.3.2.

(i) pTOS%, Verteilungen sind GTOSE Verteilungen mit g(u) = 1 fiir alle u € Sp,
denn im Fall pTOSY, Verteilungen ist q(-,w) monoton fallend, konvex und es
gilt q(0t,u) = 1, d. h. q ist durch 1 fiir alle r > 0 und fiir alle u € Sp
beschrinkt.

(11)) GTS Verteilungen im Artikel [23] mit Index o € (0,2) und Tempering-
Funktion q(r,u) : (0,00) x Sy — (0,00), die gleichmdflig beschrinkt ist und
in L'(So,0) gegen eine nichtnegative Funktion g € L'(So,0) fir r — 0
konvergiert, stellen einen Spezialfall der GTOSE Verteilungen mit Exponent
E = é] und Tempering-Funktion a_lq(ré,u) dar, die ebenfalls gleichmdfig

beschrdnkt ist und in L' (S, o) gegen a~tg € LY(Sy, o) fiir r — 0 konvergiert.

Da die charakteristische Funktion einer GT'OSE Verteilung p die Darstellung
iily) = exp <i<y,a> +/F () =1~ iy, &)1 apery) ¢(dfc)) (3.39)

fiir ein @ € R? und das Lévy-MaB ¢ mit der Form ([3.37)) besitzt, definieren wir die
zugehorige (tF) operator stabile Verteilung pg wie folgt:
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Definition 3.3.3. Die volle Verteilung pg mit charakteristischer Funktion
fio(y) = exp (i<y,a> +/F (€@ = 1= ify, )1 appery) ¢0(d$)> (3.40)

heifst die zugehdrige (tE ) operator stabile Verteilung von p mit charakteristi-
scher Funktion (3.39). Dabei besitzt das Lévy-Maf ¢o fir A € B(T') die Darstellung

Go(A) = [5 /0 (P 2drg(u)o(du). (3.41)

Wir nennen ¢y das zugehérige (t¥) operator stabile Lévy-Maf3 und wir sagen,
dass po das Spektralmaf g(u)o(du) und die Drift von u besitzt.

Bemerkung 3.3.4. Es gilt fiir alle A € B(T)

(Foo)(4) = ootE) = [ [T 1a(n ) G otuiot)

o g . ds
= t/ / La(s™u)—g(u)o(du)
So J0 s
= tpo(A).
Nach Lemma 7.1.6 im Buch [18] gilt pf = tF o * €4, fiir geeignete Shifts a; € RY

fur allet > 0. Da puo unendlich teilbar und voll ist, ist o nach Satz eine (tF)
operator stabile Verteilung ohne Gaufanteil.

Ein Lévy-Prozess X = {X(t) : t > 0} heifit verallgemeinerter tempered sta-
biler Lévy-Prozess mit Exponent F, in Bezeichnung GTOSE Lévy-Prozess,
falls X (1) eine GTOSE Verteilung p hat. AuBerdem nennen wir einen Lévy-Prozess
Y = {Y(t) : t > 0} den zugehdrigen () operator stabilen Lévy-Prozess
von X, falls Y(1) nach der zugehorigen (t¥) operator stabilen Verteilung verteilt
ist.

Satz 3.3.5. Sei X = {X(¢t) : t > 0} ein GTOSE Lévy-Prozess. Die charakteristi-
sche Funktion der Verteilung p von X (1) ist durch (3.39)) mit a =0 gegeben.

(i) Es gilt
hEX, —by=Y in D ([o, 0) ,Rd) fir h—0 (3.42)

mit
bh(t) = _th/F(h_Ex)l{h<T(:c)<1}¢(d$)v

wobei Y = {Y(t) : t > 0} der zugehorige (tF) operator stabile Lévy-Prozess
ist. Y(1) besitzt die charakteristische Funktion (3.40) mit @ = 0 und dem
zugeharigen (t¥) operator stabilen Lévy-Maf (3.41]).

(ii) Gilt zusdtzlich

[ el < o, (3.49
{llzllo>1}
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dann folgt fiir h — oo

h=3X, ¥, =B in D ([o, ) ,Rd> (3.44)

{llzllo=1}

Dabei ist B = {B(t) : t > 0} eine zentrierte Brownsche Bewegung
mit B(1) ~ v und charakteristischer Funktion

o) =exp (5 [ laPoan).

[N

b, (t) = th

Beweis

(i) Analog zum Beweis von Satz [3.1.23| reicht es, die Konvergenz in ¢t = 1 zu
zeigen. Y (1,h) = b= P X, (1) — bp(1) = hEX(h) — by(1) mit Verteilung v p,
besitzt die charakteristische Funktion

U1,n(y) = exp <Z <y, ap > +/r <6i<y’x> —-1- i<y7$>1{lleo<1}> d’h(dx))

mit aj, = 0 und ¢5, = h(h~F¢). Um die Behauptung zu zeigen, beweisen wir
folgende drei Bedingungen:

(a) ¢n — ¢o in M fiir h — 0.
(b) ap — 0 fiir h — 0.
. . 2 o .. d
(c) lgr(l) }1113%) f{0<”mHO<€}(z,x> on(dz) = 0 fiir alle z € R®.
Die Behauptung folgt dann mit Theorem 3.1.16 in [18].
(a) Sei A C T mit ¢9(0A) =0 und dist(A,0) > 0. Dann gilt
on(4) = ho(h"A)

= - “ErEuq(r, u)r2dro(du
- hSO/O La(h~ErEu)g(r, w)r—2dra(du)
= - sEu sh,u)s 2dso(du
- /S/0 La(sPu)q(sh, u)s~2dso (du)
= / /1A(sEu)q(sh,u)a(du)s_2ds

0 So
= / fu(s)s™2ds.

0

Dabei ist
fals) = /S La(sPu)q(sh, u)o (du).
0
Es gilt

\fh(S)—/S La(s"u)g(u)o(du)] < /S1A(8EU)IQ(8h7U)—g(u)IU(dU)

IN

/ lg(sh u) — g(u)|o(du).
So
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Damit liefert die Eigenschaft (3.38|)

tim fu() = [ 1alsF (ot

0

Da dist(A,0) > 0 ist, existiert ein rg > 0, so dass folgendes gilt:

fn(s) = /SlA(sEu)q(sh,u)a(du)

IN

/Sq(sh,u)a(du)l[ro’oo)(s)
< Mo(50)1f,00) (5)-

Die letzte Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass die Tempering-
Funktion ¢ gleichméfig beschrinkt ist, d. h. es existiert ein M > 0,
so dass ¢(r,u) < M fiir alle r > 0 und u € Sy ist. Da ¢ ein endliches
Maf} auf der Einheitssphére Sy ist, folgt

N

[oe)
Mao(So) / 1[740700)(3)3*2d3 = Mo(So)rg! < 0.
0
Der Satz von der majorisierten Konvergenz impliziert

lim ¢p,(A) = lim/ /lA(sEu)q(sh,u)a(du)s_2ds
h—0 h—0 Jo So

_ /0 - /S AP ulg(oldu)s~ds

= - sPu)s 2dsg(u)o(du
_/S/O 1a(s"u)s%dsg(u)o(du)
Po(A)

(b) ist klar, da ap = 0.
(c) Fiir € > 0 gilt fiir alle z € R?

/ (z, :L’>2q5h (dx)
{o<||zllo<e}

= h/ (z,h"Ex)2¢(dx)
{0<||h=Ez|lp<e}
dr
3 o

) Lot . ar
/SO/O {0<]||h ErEu||0<e}<Z, r U> q(T,u)r
/ / 1{O<HSE“”0<E}<Z’3E“>2(J(3h,u)8_2dsa(du)

So J0
/0 /S 1{0<H8E“||0<6}<Z’5EU>2€I(5h,u)a(du)s’2ds

0

= /00 fe,h(s)s_2ds.
0

Dabei ist

(du)

fen(s) :/s Lio< sEullo<e} (2> 87 u)*q(sh, w)o (du).
0
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Wir zeigen zunichst, dass folgende Konvergenz gilt:

lim lim f 5 (s) = 0.

e—0h—0

Wegen |(z, sPu)| < ||z||||s%ul < C||z||||s¥|| fiir alle u € Sy folgt
o) = [ octomuoea (2570 g w)o(aun)
0
< [ tocorutea s ulatstn) = gl lo(au)
0

< / (2, Euy2|q(sh, u) — g(u) o (du)

So

2
< (CONIE? [ atsha) = gt
0
Die Bedingung (3.38]) liefert dann

lim fp(s) = /S1{0<SEuO<€}(z,sEu)2g(u)a(du)

h—0 o

= fe(s,u)g(u)o(du).

Die Funktion fc(s,u) = 1{0<||8Eu||0<6}<Z7SE’U,>2 konvergiert fiir e — 0
gegen 0 und ist durch die Funktion (z, s¥u)? fiir alle € > 0 beschrinkt.
Auerdem folgt aus g € L'(Sy, o), dass

2
[ tesPug(watan) < (A1) [ gwotdn) < oc
So SO
gilt. Der Satz von der majorisierten Konvergenz impliziert

lim lim fe,(s) = 0.

e—0h—0

Da die Funktion ¢ gleichméBig beschrankt ist, ist die Funktion fcp(s)
fiir alle € > 0 und A > 0 durch die Funktion

f(s) = M/S Lioc||sBuflo<1} (2> 87 u) 0 (du)
0

beschriinkt. Da o ein endliches Maf} auf Sy ist, folgt

0o ds oo B
[ 0% < Mol [T [ tcueaen IsPulfotdnsas
0

o o ds
< M| /0 /S 1 0er (o)t (85020 =0 o (du) 2
0

52
1
= MCllalfo(So) [ ser9)2ds
0

_ MCJz|]a(So)
PR
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fiir eine Konstante C' > 0. Damit folgt mit dem Satz von der majorisier-
ten Konvergenz

lim lim < > ¢n(dz)
e—0 h—0 {0<||z|lo<e}

= lim hm/ / Lio<|sPuljo<e} (%5 8 Eu)2q(sh,u)o(du)s™2ds

e—0h—0

(i) Wegen der Bedingung (3.43) gilt E|| X (1)||2 < oc. Somit bilden
Z(t,h) = ™2 Xy (t) — b (1)

mit ¢ > 0 fiir jedes h > 0 einen Lévy-Prozess mit Erwartungswert gleich
Null. Fiir Z(1,h) mit Verteilung v, ist die charakteristische Funktion von

der Form
Pon(y) = exp ( /F (e =1~ ity,x)) ¢h(da:)> .

Dabei ist ¢" = h(h_%"(b). Es reicht die Konvergenz im Punkt ¢ = 1 zu zeigen.
Dies geht analog zum Beweis von Satz [3.1.23| (). O

Unter geeigneter Raum- und Zeitskalierung sowie geeigneter Zentrierung verhélt
sich ein GTOSE Lévy-Prozess auf kurze Zeit wie einen (t¥) operator stabiler Lévy-
Prozess und auf lange Zeit hin wie eine Brownsche Bewegung.

Lemma 3.3.6. Sei g die zugehirige (t) operator stabile Verteilung einer GTOSg
Verteilung . Dann ist das Lévy-Mafl ¢ von u in Null reguldr variierend mit Ezx-
ponent E.

Beweis ¢¢ ist M—voll, da pg voll ist.

Aus dem Beweis von Satz 5| Teil (i) folgt h(h=F¢) — ¢o in M fiir h — 0.
Das ist dquivalent zu ( Eqﬁ) — ¢o in M fiir n — oo. Auflerdem ist die Folge
(n*)nen nach Beispiel [2 regulér variierend mit Index E. E ist invertierbar, da
die Realteile seiner Eigenwerte strikt grofler als Null sind. Proposition (i)
liefert dann die Behauptung. O

Wir haben in diesem Kapitel TOS%, TOSE und GTOSE Verteilungen defi-
niert. TOS%, und TOSE Verteilungen sind charakterisiert durch eine d x d Matrix,
den sogenannten Exponent und das Rosinski-Maf3 R. Sie kénnen Momente
beliebiger Ordnung haben und erfiillen die Eigenschaft des Kurz- und Lang-
zeitverhalten ( siehe Satz [3.1.23| und [3.2.8)). Da bei GT'OSE Verteilungen die
Tempering-Funktion keine explizite Darstellung hat, konnen wir nur das Kurz-
und Langzeitverhalten ( siehe Satz beweisen. Nach Definition koénnen
wir eine (t¥) operator stabile Verteilung als die Grenzverteilung von affinen Trans-
formationen einer Summe unabhéngiger und identisch verteilter Zufallsvektoren
erhalten, deshalb stellt sich die Frage, ob die TOS%, Verteilung als Grenzverteilung
auftreten kann? Die Antwort auf diese Frage findet sich im néchsten Kapitel.




Kapitel 4

pT'OSE Verteilung als
Grenzverteilung einer tempered
Irrfahrt

4.1 Tempered Irrfahrt

Wir werden in diesem Kapitel eine Irrfahrt konstruieren, die gegen eine pT'OSg
Verteilung konvergiert. Unsere Haupthilfsmittel in diesem Kapitel ist der Konver-
genzsatz fiir infinitesimale Dreiecksysteme von Zufallsvektoren, siche Theorem 3.2.2
n [I8]. Wir nehmen im Folgenden an, dass die Funktion r — ¢(r,u) vollstéindig
monoton mit g(oo,u) = 0 und ¢(0",u) = 1 fiir alle u € Sy ist. AuBlerdem sei
zusétzlich u + q(r, u) stetig fiir alle 7 > 0. v sei im Folgenden eine R%-wertige (t¥)
operator stabile Verteilung mit Lévy-Mafl ¢g und ohne GauBlanteil. Sei weiter X
ein Zufallsvektor mit Verteilung n. Wir nehmen an, dass n € GDOA(v) gilt, d. h. n
gehort zum verallgemeinerten Anziehungsbereich der operator stabilen Verteilung
v. Nach Satz ist die letzte Voraussetzung #dquivalent zu der Existenz einer
Folge (Ap)nen € RV (—FE), so dass

nP{A,X € -} - ¢o(-) in M fir n— oo (4.1)
oder dquivalent
d
nP {r(A,X) € dr,l(A,X) € du} — 7§U<du> in M fir nooo. (4.2)

Definition 4.1.1. Sei 7 : (0,00) x Sy — R die Funktion definiert durch

w(r,u) == r/oo q(s,u)g. (4.3)

Im folgenden Satz sammeln wir ein paar Eigenschaften der Funktion .

Satz 4.1.2. Eigenschaften der Funktion w:

(i) W <0 fir alle w € Sy und damit ist r +— w(r,u) fir alle uw € Sy monoton
fallend.

o1
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(ii) Es gilt die Gleichung

on(r,u
q(r,u) =m(r,u) —r (81" ) (4.4)
(#5i) limm(r,u) =1 und lim 7(r,u) =0 fir alle u € Sp.
rl0 r—00
(iv) Die Funktionen w — m(r,u) und u 8”(((9:’“) sind fir alle v > 0 stetig.
(v) Die Funktion (r,u) — m(r,u) ist gemeinsam stetig.
Beweis
(i) Da die Funktion r + q(r,u)r~2 stetig fiir alle u € Sy ist, folgt
on(r,u & ds _
) o [Taew -t (45)
,
o ds > ds
= / q(sau)72 - / Qq(rv U)
T S T
o ds
= (Q(sv ’LL) - Q(Ta ’LL)) 57
T
< 0.

Die Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass die Funktion r — ¢(r, u) mono-
ton fallend ist.

(ii) Die Behauptung folgt aus der Definition der Funktion 7w durch Multiplizieren

von (4.5) mit 7.
(iii) Da [ q(s,u)% > frl q(s,u)% > q(1,u) frl 45 — oo fiir r — 0 gilt, folgt

1. _— =
Tlf(f)l : q(s,u) 2 =

fiir alle u € Sy. Damit folgt nach der Regel von L’Hopital
-2

, S alsw) S —q(ru)r
lim7(r,u) = lim *——= = lim ————%— = limgq(r,u) = 1
r10 rl0 r—1 rl0 —r—2 rl0

fiir alle u € Sp. Es gilt 0 < [T q(s,u)% < [ 9% = r~!, weil die Funktion

r +— q(r,u) monoton fallend ist und hﬁ)l q(r,u) = 1 fiir alle u € Sy gilt. Daraus

folgt
. > ds
lim q(s,u) 2= 0

7—00 r

fiir alle u € Sy. Nochmal die Regel von L’Hoépital angewandt folgt

(s, u)% — 2
Lo wE M: lim g(r,u) =0

lim 7(r,u) = lim
r—00

r—>00 r—>00 7"_1 r—00 —r—

fiir alle u € Sy.
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(iv) Sei r > 0 fest und seien u,, u € Sy fir n € N, so dass u,, — u fiir n — oo ist.
Es gilt

e ds

w(r,up) = 7’/ q(s,un)S—Q.

T

Nach den Voraussetzungen an die Funktion ¢ gilt ¢(r,u,) < 1 fiir alle r > 0
[e.e]

und alle n € N und lim ¢(r,u,) = g(r,u). AuBerdem gilt r [ g = 1. Der
n—oo r

Satz von der majorisierten Konvergenz liefert

lim 7 (r,u,) = w(r,u),
n—oo

d. h. u — 7(r,u) ist stetig fiir alle r > 0. Wegen (4.4]) ist u w als

Summe stetiger Funktionen wieder stetig fiir alle r > 0.

(v) Seien r,, — r > 0 und u,, — u € Sy fiir n — oo.

o ds o ds ° ds
T(Tn, Un) = rn/ Q(Saun)ig = / I{SZTn}TnQ(Svun)ig = / gn(s)ig
Tn S 0 s 0 S
Es gilt gn(s) < lygsp,yrn fiir alle n € N und g,(s) = 1gg>prqg(s,u) fiir
n — oo wegen der Stetigkeit der Funktion ¢(r,u) in u € Sy fiir alle » > 0. Es
gilt weiter 1¢;>,, 370 — 1{g>pyr fiir n — co. Auferdem ist

i  ds * ds
lim 7, —=1=r — < 00.
n—00 S r S

Der Konvergenzsatz von Lebesgue, siehe Theorem 1.21 auf Seite 12 in [16],

liefert
x

d
lm 7 (ry, u,) = 7“/q(s,'u)8;9 = 7(r,u).

n—o0
s

Somit ist die Funktion (r,u) — m(r,u) gemeinsam stetig.

O]

Aus den oben genannten Eigenschaften folgt, dass die Funktion r — 1 — 7(r,u)
fir jede u € Sy eine Verteilungsfunktion ist. Damit kénnen wir eine Familie von
Wahrscheinlichkeitsmafien auf (0, 00) durch

om(r,u)
- or
fiir u € Sy definieren. Da die Funktion ¢ messbar ist, ist fiir jede Borel’sche Menge
A C (0,00) die Abbildung II(A,-) : Sp — [0, 1] messbar. Damit existiert fiir n > 1
eine (0, 0co)—wertige Zufallsvariable Z,,, deren bedingte Verteilung gegeben A, X
II(-,{(A, X)) ist, d. h.

II(dr,u) =

dr (4.6)

P{Z, € |A, X} =11(, (A, X)). (4.7)
Wir setzen

Yy, o= (Zn AT(A X)) P 1(ALX). (4.8)
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Lemma 4.1.3. Sei Y, gegeben durch (4.8)). Dann gilt

nP{Y,€-} —o¢() in M fir n— oo. (4.9)

Um Lemma zu beweisen, brauchen wir folgendes Ergebnis der schwachen
Konvergenz.

Lemma 4.1.4. Sei der metrische Raum S versehen mit der Borelschen Sigma-
Algebra. Sei weiter (fin)nen eine Folge von Maflen auf S und p sei ein endliches
Maf auf S. Wenn (pun)nen schwach gegen p konvergiert, dann gilt

limsup/fd,un < /fdu
n—oo
fiir alle beschrinkten und oberhalbstetigen Funktionen f : S — [0, 00).

Beweis (siehe Lemma 4.2. in [5]). Da f beschréinkt und nicht-negativ ist, kénnen wir

k
0. B. d. A. annehmen, dass 0 < f < 1 gilt. Fiir £ > 1 setze f; = % > 1(f_1[ﬂ 1))
i=1 ko

Es ist einfach zu zeigen, dass f < fr < f+ % fiir alle K > 1. Da f oberhalbstetig
ist, ist f~! [%, 1) eine abgeschlossene Menge. Damit folgt mit Portmanteau fiir
festes k£ > 1

i — 1
limsup/fd,un < limsup/fkdun = limsup — Zun< -1 [l ,1>>
n—oo n—oo n—o0 k;
i 1< i—1

_ ~1 |tz ~1 |tz

- e ([T <15 [54)

~ [ nans [ gans )
Da p ein endliches Maf ist, folgt die Behauptung. O

Beweis von Lemma [4.1.3]Um die Behauptung zu beweisen, reicht es Folgendes nach
dem Theorem von Portmanteau in M (siehe Proposition 1.2.19 auf Seite 13 im Buch
[18]) zu zeigen :

(i) limsupnP {Y, € A} < ¢(A) fir alle abgeschlossenen Mengen A € B(I") mit

n—oo

dist(A,0) > 0 und

(ii) lim nP{Y, € B¢} = ¢(BF) fiir alle € > 0, wobei B, = {z € R?: 7(2) < €},
n—oo
denn: Fiir jede offene Menge D C I'' mit dist(D,0) > 0 existiert ein € > 0, so
dass D C B¢ gilt. Da B¢\ D abgeschlossen ist, folgt mit (i) und (i)

liminf 1, (D) = liminf (un(B¢) — pn (B¢ \ D))
= lilginf tn(BE) — limsup p, (B \ D)
> ¢(B¢) — ¢(B¢\ D) = ¢(D),

wobei pi,(-) = nP{Y, € -} ist.
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(i) Sei A € B(T') abgeschlossen mit dist(A,0) > 0. Dann gilt

nP{Y, € A}
— nP {(Zn A (A X)) (A, X) € A}

= n/ /00 /00 1a((z Ar)Ew)P{Z, € dz, 7(A,X) € dr, (A, X) € du}
So J0O 0

- n/ /oo /OO 1a((z ArYEW)P{Z, € dz|7(A,X) € dr, (A, X) € du}
So
P{r(A,X) € dr,l(A,X) € du}

_ /50/ / La((2 A P)Pu)TI(dz, u)P {r(AnX) € dr, (A, X) € du}.

Wir zeigen, dass die Funktion

[e.e]

Glru) = / La((2 A Y EW)TI(dz, )

0

oberhalbstetig ist. Dazu seien (7, )nen und (uy,)nen zwei Folgen, so dass r, > 0
fir alle n € N mit r,, — r fir n — oo und w,, € Sp mit u,, — u € Sy
fir n — oo. Dann folgt aus dem Lemma von Fatou und der Stetigkeit der

. or(z,u)
Funktion u — B T

limsup G(rp,u,) = limsup/ 1 —1ae((2 Arp)Bun)(dz, uy)
n—o00 n—o0 0
= 1+ limsup <—/ 1Ac((z/\rn)Eun)H(d2,un))
n—00 0
= 1- liniinf Lac((z A1) P (dz, uy)
n—oo 0
L © or(z,uy,)
= 1— liminf 1ac((z Arp)Puy) | ——222 ) 4
L A

o o (z, up)
E 9
< 1 _/0 l1nn_1>£f |:].Ac((Z/\Tn) Up) (—82>] dz
_ 1_/ (J%(Z’“))1iminf1Ac((z/\rn)Eun)dz
0 0z

n—oo

< 1- /OOO (—W) Lac((z Ar)Pu)dz

= /OOO La((z Ar)Pu)Il(dz,u) = G(r, u).

Die letzte Ungleichung folgt aus der Stetigkeit von (r, u) — ru (siche Propo-
sition 2.2.11 auf Seite 30 in [I§]) und der Definition der Unterhalbstetigkeit,
denn A€ ist genau dann offen, wenn 1 4c unterhalbstetig ist, siehe dazu Beispiel
(2.4,2) Seite 98-99 in [12]. Wegen konvergiert die Einschrankung von
nP{r(A4,X) € dr,l(A,X) € du} auf BS, = {z € R?: 7(x) > r(} schwach ge-
gen die Einschrankung von %0 (du) auf By, . Dabei ist d’;a(du) auf By nach
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den Eigenschaften des Lévy-Mafles ein endliches MaB. Da dist(A,0) > 0 ist,
existiert ein o, so dass A C By, ist. Lemma [4.1.4 m liefert

Es gilt

n—o0

limsupnP {Y, € A} < / / G(r,u)—o(du). (4.10)
So

Glru) = /0 (e A )P TI(dz, )

= /OO La(rPu)I(dz, u) + /T 1a(zFu)II(dz, v)
r 0

= 140rFuw)n(r,u) — /OT 1a(zFu) awg; ) dz.

Einsetzen in (4.10)) ergibt mit Fubini und (4.4)

/SO/OOO G(r, u)%a(du)

/So /oo La(rPu)m(r, u)%a(du)
/So/ / P 2 u) dz%a(du)

— /SO/OoolA (rfu)m(r, u)d o(du)

_ /SO/OOOM(ZEu)aW(OZU)/Z ﬁdw(du)

_ /S O /0 TPy (r, u)d o (du)

- /SO /OOO 14 T 14 aw)

_ /SO/OmlA(TEu) <w(r, ) —r‘%g;j “)) %a(du)

= /so /oo La(rPu)q(r, u)i o(du) = ¢(A).

(i) Nach (i), (i17) und (iv) aus Satz sowie der Stetigkeit von z — [(z) ist

die Funktion 7.

:R? — [0, 1], me(z) = 7(e, I(x)) stetig und beschrinkt fiir alle

0 < e < 1. Die Menge B = {z € ' : 7(x) > €} ist eine ¢p—Stetigkeitsmenge
mit dist(B¢,0) > 0. Mit Proposition 1.2.20 in [18] folgt dann aus (4.1]) und

#-3)

lim
—00

lim

n—oo
lim
n—oo

lim
n—o0

lim

n—oo

nP{Y, € B}

nP {(Zn A (A XN E 1(AnX) € Bg}
nP{Z, NT(A,X) > €}
nP{Z, > e, 7(A,X) > €}

n/ / / P{Z, € dz,7(AnX) € dr, (A, X) € du}
So Je €
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n—o0

~ lim n /S / h / Mz, u) P (A, X) € dr, [(A, X) € du)
~ lmn /S / e )P {r(AnX) € dr,(AnX) € du}

n—o0

= lim n/ me(z)P{A,X € dz}

n—00

- / ()é0(2)

= /S'O/e eu—a (du)

- / (e, u)o(du)

_ /S 0 / Ooq(r,u)%a(du)=¢(35)-

Insgesamt folgt dann aus (i) und (%)

nP{Y, €} = ¢() in M fir n— oco.

O]
Lemma 4.1.5. Sei Y, definiert durch (4.8]). Es gilt dann
lim lim sup nE (||Yn”(2)1{||yn||0§e}) =0. (4.11)
=0 noco

Beweis Nach Definition von Y,, gilt

nE (I[Yall51gva o))
= n/ / / HrEu||%1{||rEu||o<e}H(dz,u)P {r(4,X) € dr,l(A,X) € du}
So J0O r =

- / / / 1P ul31 gy TI(dz ) P {r(A, X) € dr, I[(A, X) € du}
So /0 0 -
= I + Io.

Seien e; = (1,0,---,0)T, ea = (0,1,0,---,0)7,--- Jeq = (0,---,0,1)T die Stan-
dardbasis von R%. Da alle Normen auf R? dquivalent sind, gilt

d
lz[l5 < Cll|® = C Y (x,ex)? (4.12)

fiir eine Konstante C' > 0. AuBlerdem folgt nach Cauchy-Schwarz in R¢

(@, ex)| < lzlllexll = llz]| < Cllzllo (4.13)
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~ 0 ~
fiir eine Konstante C > 0. Da [ II(dz,u) < 1 ist, folgt mit €; = Ce
T

I < n/ / 1{HrEuHo<e}HrEuH%)P {T(AnX) S dT,l(AnX) S du}
So 40 -

IN

d 0
CTLZ/ / 1{H7’EUHOSE} (TE'LL, €k>2P {T(AnX) S dT’,l(AnX) S du}
k=1 S0 /0

d o0
< CY L (rBuepy|<ery (T, ex) 2P {7(AnX) € dr,1(AnX) € du}
k=1 750 J0

d
= O I
k=1
Dabei ist
Ly = n// 1{|<TEu7ek>|<€1}<7"Eu,€k>2P{T(AnX)Gd?”,l(AnX)ed’U,}
So J0 B

= nA1{<x7ek)|S61}<x’ek>2P {AnX S dl‘}

= nE ((AnX, er)’ 14X er)|<e1})

= nE (X, Ajer) " L{jx el <er}) -
Wir setzen A ey, = 1y, 10 1 fiir ein rp, ;, > 0 und ||0,, || = 1. Da A, € RV (—FE) ist,
folgt mit Satz dass f(t) = A}y regulér variierend mit Index —FE ist. Damit

liefert Beispiel (f(t)*)"" € RV(E*). Da die Realteile der Eigenwerte von E
und E* gleich sind, folgt aus Korollar (mit o = 0),

-1

— el = (7)) e

Tnk = ”Tn,ken,k’ — 0,71 — 0. (414)

Somit gilt
Ly = nE ((XaTn,k9n,k>21{\<X,rn,ken,k)|§el}>

= ’rlT,ikE ((X, 9n7k>21{\<X79n,k>\Seﬂ“;}c})

’rl?"%kUg(Gl’l“;}q, On k).

Das Theorem von Portmanteau in M und (4.1)) implizieren, dass

lirnsuano(T;}c,en,k) = limsupnP{KX, On )| > r'r:}c}
n—o0 ’ n—oo ’
= limsupnP {|(X,rp10n k)| > 1}
n—oo
< limsupnP {|(X, Ajer)| > 1}
n—oo
= limsupnP {|{A, X, er)| > 1}
n—oo
< oofo R el 21}

= Clep). (4.15)
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Dabei ist C'(eg) < oo eine Konstante, die vom Vektor ey abhéingt. Da a; > % ist,
koénnen wir v > 0 so wihlen, dass v/ = 2 — v — é > 0 ist. Nach Satz [2.2.5| (ii)
ist die Verteilung n von X in RV My (F) mit Grenzmafl ¢g. Aus Satz [2.1.15] (i)
gilt damit n € ROV (E,¢) fiir jedes ¢ > 1. Somit folgt aus Satz dass Vy
gleichméfBig R-O variierend ist und es existiert eine Konstante c¢; > 0, so dass fiir
alle0 < e <1

Vo (61_1(61T_}€)7 9n,k) . L1
. > ey (ef)) 7w = cpe M (4.16)
‘/b <€1Tn k> 0n,k>

fiir n grof genug gilt. AuBlerdem impliziert Korollar [2.1.20 (i), dass wir fiir ein
mo >0Tfiralle0<e <1

(e, 1) Vo(er,, &, Onk)

U2(€17“;}€, On.k)

> (4.17)

fiir n gro§ genug haben. (4.15)), (4.16) und (4.17)) implizieren zusammen

nr%kUg(elr;}C, On )

o Us(er;, 1 Onk) Vo(err, o> On ) .
= 5 — — — n%(rn7k,0n7k)
(e1r,, 12 Vo(err, ks O k) Voler (eir,, 1), On )
UV
< dmylerle () +1)
= C¢
fiir alle 0 < €; < 1 und fiir alle n gro genug, wobei C' = % > 0 und

v =2—v— é > 0. AuBlerdem gilt

L = n /S / / Lporugoca |25ulBTI(dz, u) P {r(A,X) € dr, [(A, X) € du}
0

= /50/ /1{||ZEu||O<€}U{||rEu||O<E}||Z ul|2T1(dz, u)

P{r(A,X) € dr,l(A,X) € du}
~ / / L Pulosc) / 2P ul2T(dz, ) P {r(AnX) € dr,I[(AnX) € du}
So -

+ /s/ / L{|zBuljo<e,|rE uHO>€}HZ ul|2T1(dz, u)
0

P{r(A,X) € drl(A,X) € du}
= Ix + I2o.

T

Da die Funktion z ~— ||2Ful| streng monoton wachsend und [ TI(dz,u) < 1 fiir alle
0

u € Sy ist, folgt

Iy n/ / 1{||rEu||0<e}||7“EU||3/ I(dz, u) P {7(AnX) € dr,[(AnX) € du}
So JO - 0

IA

IN

n /S /O L euycatIrEulBP {r(An X) € dr, [(AnX) € du}.
0
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Damit gilt analog zu I

lim lim sup Io; = 0.
€0 npnooo

Desweiteren folgt aus (4.1), dem Theorem von Portmanteau in M und Lemma

2.3.1

Iy < &n / / / L oEul<erEafosa T1(d2, @) P {7(AnX) € dr, [(A,X) € du}
SoJ0 0 -
< eZn/ / / 1{HTEUHQ>6}H(dz’u)P {T(AnX) S dT,l(AnX) € du}
So JO 0 -
< eQnP{HA Xlo > €}
< E(go{z T : ||zl >6}+1)
= / / 1{\\rEu||o>e} —5o(du) + €
dr
= 1 1 ik 2
¢ /SO /0 (r=ulo<e)) zo(du) +e
dr
<

? 2
¢ -1 —o(du) + €
/So /0 {r<01€T175} r2 ( )
So 7’>Cle’11*5} r

= Cl € “1 a1—96 +€
fir alle n € N, fiir ein C; > 0 und a1 — 6 > % Damit gilt

lim lim sup 22 = 0.
=0 noco

Somit folgt die Behauptung (4.11)). O

Wir konstruieren jetzt die Irrfahrt wie folgt:

Seien {(Xj, Zy;) : j > 1,n > 1} unabhéngige identisch verteilte Kopien von (X, Z,,).
Sei weiter

Ynj = (an N T(Aan)>E Z(Aan) (4.18)

fiir n, j > 1 mit (A,,)nen wie oben definiert. Wir definieren die tempered Irrfahrt
fiir n, k > 1 durch

S(k) = Yy (4.19)
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4.2 Grenzverteilung der tempered Irrfahrt

Der folgende Satz ist das Hauptergebnis in diesem Kapitel. Er zeigt, dass eine
tempered Irrfahrt mit einem geeigneten nichtzufilligen Zentrierungsvektor
(bn)nen C R in Verteilung gegen einen proper tempered operator stabilen Zufalls-
vektor konvergiert. Wir werden diese Behauptung mithilfe des Konvergenzsatzes
fiir Dreieckssysteme zeigen.

Satz 4.2.1. Sei S, (n) definiert wie in (4.19) fiir n > 1. Dann gilt
Sp(n) —b, =Y fir n— oc. (4.20)

Dabei besitzt Y die Verteilung p mit charakteristischer Funktion

i) = [ (69 = 1= i a)1 ey ) 9(da) (4.21)

und (bp)nen ist definiert durch

by, = n/ xP{Y,1 € dx}. (4.22)
{llzllo<1}

Beweis Nach Konstruktion bilden die Y,,; fiir 1 < j < n und n € N ein Dreiecks-
system. Aus (ii) des Beweises von Lemma folgt, dass dieses Dreieckssystem
infinitesimal ist. Fiir alle § mit ||f|| = 1 gilt mit Cauchy-Schwarz

/ (2,0)P (Y1 € da?}
{llzllo<e}

( / P (Yo € dx}) ’ ( / (2, 0)2P (Vi € d@)
lello<e) Hello<e)

1

< (/ (z,0)2P {Yy, € d:c}) 2 .
{llzllo<e}

Daraus folgt mit Cauchy-Schwarz in R?

2
n [/ (2,0)°P{Yy € dx} — (/ (x,0)P{Yy € dx})
{llzllo<e} {llzllo<e}

< 2n/ (x,0)>P {Yy; € dx}
{llzllo<e}

(NI

IN

A

< C’n||9H2/ |13 {Yn1 € dar}
{llello<e}
= CnE (I¥m[Blgvanjo<e}) -

Somit liefert der Konvergenzsatz fiir Dreieckssysteme (siche Theorem 3.2.2. auf
Seite 52 in [I8]) mit (4.9) und (4.11)) die Behauptung. O
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Beispiel 4.2.2. Sei E € L(R?). Seine Eigenwerte besitzen Realteile a1, . . . ,ap mit
p < d. Die Realteile erfiillen die Figenschaft % <ap < --- < ap. Sei weiter v eine
(t¥) operator stabile Verteilung mit Lévy-Maf ¢o und Spektralmaf o. U sei eine
auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable und 9 sei nach ﬁ verteilt. U und ¥ seien
unabhdngig. Sei weiter q eine Borel-messbare Funktion mit r — q(r,u) vollstindig
monoton mit lim g(r,u) = 0, limg(r,u) = 1 fir alle w € Sy und v — q(r,u)
r—00 r—0

stetig fiir alle r > 0. Wir Definieren m und I1 wie oben. Z sei eine (0,00)—wertige
Zufallsvariable mit

-E
p{z e | <J’Zgo)> 19} = P{Z € |9} =11, 0).

-E
Wir haben im Beispiel |2.2.6] gezeigt, dass (U(%O)) v € GDOA(v) und

5 UN\F . )
nP{n E(U(Sg)> 196-}—>¢0(-) in M fir n— oo

gilt. Seien {(Uj,V;,Z;) : j > 1} unabhingige und identisch verteilte Kopien von
(U,9,Z). Wir definieren fir n,j > 1

Yo = <Zj A <<:Egé)>_l> B 9;

und

Satz[{.2.1] liefert die Konvergenz dieser speziellen tempered Irrfahrt mit geeigneter
Zentrierung gegen eine pI'OSEg Verteilung mit Lévy-Mafl ¢ der Darstellung

o) = [ [T 1a6Fuatr) Gotdu)

fir A € B(T).
Satz 4.2.3. Sei a; > 1. Dann gilt
Sn(n) =Y fir n— oco.

Dabei besitzt Y die Verteilung py mit charakteristischer Funktion
() =exp ([ (@) = o)) (4.23)
r

Beweis Es reicht zu zeigen, dass fiir b, definiert durch (4.22))

by, — xop(dz) fir n— oo (4.24)
{llzllo<1}
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gilt, denn (Sp(n) —b,) + b, = Y + f{”I o<1} r¢(dx) liefert S,(n) = Y. Dabei
besitzt Y die charakteristische Funktion (4.21)). Sei 0 < € < 1. Es gilt

bn:n/ l’P{YnlEdl‘}-i—n/ l’P{YnlEdIL‘}:Ig—I-I4.
{e<|lzllo<1} {llzllo<e}

Da die Abbildung r + ||rfulo streng monoton wachsend und stetig ist, existiert
genau ein s, so dass ||sPullg = e. Damit folgt aus g(r,u) < 1 fiir alle 7 > 0 und
u € Sy

ollelo=e) = [ [ gpsuppmgatr ot

o0 dr
= 1i—s1q(r,u)—o(du
/SO/O fr=s14(r, 1) 50 (du)
o dr
< ly—gi—o(du) = 0.
/SO/O {r=s} 20 (dv)

Analog gilt ¢ ({||z]o =1}) = 0. Ac = {e < |lz|lo < 1} ist eine ¢—Stetigkeitsmenge
mit dist(A,0) > 0, denn ¢(0A) = ¢ ({||z|lo = €}) + ¢ {||z|lo = 1}) = 0. Da die
Konvergenz (4.9) gilt und die Identitét stetig und beschriankt auf A, ist, folgt

lim I3 :/ xo(dx).
e {e<llzllo<1}

Somit reicht es zu zeigen, dass

lim lim sup || I4]jo = 0
=0 pnooo

gilt. Die Dreiecksungleichung liefert
1l < n [ feloP (¥ € do)
{llzllo<e}
B n// / Lreafo<ellrPulloli(dz, u) P{T(A,X) € dr,1(A,X) € du}
SoJ0 r -

o T
+on / / / Lporugoce | 25uloT(dz, u) P {r(A,X) € dr, 1(A,X) € du}
SpJ0 0
Da alle Normen auf R¢ dquivalent sind, folgt aus (#.13)) mit ¢; = Ce

Iy < n/ / Lreufo<epIrulloP{r(An X) € dr, (A, X) € du}
So JO

IN

d 00
Czn/ / 1{||,,,EuHO§€}|<’I”E’LL, €k>|P{T(AnX) € dT, Z(AnX) S du}
k=1 75070

IN

d o]
CZTL/ / 1{\<TEu,ek)|§61}|<TEu7 €k>|P{T(AnX) S dT’,l(AnX) S du}
k=1 /5070

d

= CZJk.

k=1
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Wir setzen Ayep =y, 0n ) mit 7, > 0 und |6, || = 1. Nach (4.14]) konvergiert
Tk flir n — 0o gegen 0. Damit gilt

J = n /S / LEuen) <y (750, ek) [P {T(AnX) € dr, [(AX) € du}
0 JO0

= n/l_‘l{<x,ek)|§el}|<maek>’P{AnX € dﬂj}

= nE ({AnX, er)|1{a, X er) <1 )
= nE ((X, Ajen)|1{(x azep)l<er))

= nrpE (I(X, 9n,k>|1{\<X,9n,k>\£elr;2}>
= nrnka1(€1T;}€79n,k)-

Aus 1 € GDOA(v) folgt mit Satz [2.2.F] (ii), dass n € RV My (E) mit GrenzmaB
¢o ist. Damit liefert Satz 2.1.15] (i), dass n € ROVy (E c) fiir alle ¢ > 1 ist. Da
a1 > 1 ist, kénnen wir v > 0 wihlen, so dass 1 — v > —1 ist. Satz[2.1.19] impliziert
die kompakt gleichmifige R-O Variation von Vy und die Existenz der Konstanten
c1 > 0 und ¢y < 00, so dass

Vb(el (elr;}g)a en,k)
‘/()(Elrn ko en,k‘)

PSR _ 1
c(eh) ™ < coer’) e

fur alle n grof8 genug, alle 0 < €1 < 1 und alle ||6,, x| = 1 gilt. Da V gleichméBig
R-O variierend in ||6]| = 1 ist, folgt aus Korollar [2.1.20| (73), dass fiir ein mg > 0

—1 —1
617'”7kV0(617"n7k7 en,k)

Ui (617”,:}@ Onk)
fiir alle ||#]] = 1 und fiir alle n gro8 genug gilt. Wegen (4.15)) gilt dann

)

0,
Ui(er= L, 0, Volerr—t,6,
. 1(e17,, 3 On k) olerr, ’k)nVo(T,_L}w@n,k)
617'n kVO(Elrnkyg ) VO( nk"gn,k) ’
Y )
< amylele | (Cley) +1) = Ce)

m2

J. = nr, kUl(elrnk,

C(ek)—}—l
macy

fiir alle n grofl genug mit C' = und v =1—~— i > 0. Damit folgt

lim lim sup I4; = 0.
=0 noco

AuBlerdem gilt

I42 = ’rl/ / / ].{”ZEUHO<€}HZEUHOH(dZ,U)P {T(AnX) (S dT,l(AnX) c du}
So -

/SO/ / L jeBulo<aurEulo<e 127 ulloI(dz, u)

P{r(A,X) € dr,1(AnX) € du}

IN
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= / / / 1{Hz ullo<e,||rE uHO>€}Hz ulloII(dz, u)
So

P{r(A,X) € dr,l(A,X) € du}

+ ’I’L/ / / ]‘{HTEUHOSG}HZ UHOH(dZ,U)P{T(AnX) S d’l",l(AnX) S du}
So JO 0
= K;+ Ks.
Das Theorem von Portmanteau in M liefert aus (4.1)

Kl S en/ / / 1{||zEuH0<6,||7'Eu||0>6}H(dz7U)P {T(AnX) € d?",l(AnX) S dU}
SoJ0 0 -

IN

677,/3 \/0 1{||7‘Eu||0>6}P {T(AnX) S dT,l(AnX) S dU}
0

IN

En/rl{llxoZE}P {4, X € dx}
= P {4 X]o > ¢}

e(po{z el :|zlo>€}+1)
01_161—71_5 +e

IN

IN

fiir alle n € N, fiir eine Konstante C7 > 0 und ein § > 0 mit a3 — & > 1, siehe Iy
im Beweis von Lemma . Da z + ||zFul|p streng monoton wachsend ist, folgt

Ky, < n// 1{T,EUO<6}H’I"EU’0/ II(dz,u) P{T(A,X) € dr, (A, X) € du}
So 40 B 0

< n / / Lpragoca FPulloP (4, X) € dr, (A, X) € du} .
So 40 -

Analog zum Beweis von I gilt

lim lim sup Ko = 0.

e—=0 pnooco

Es folgt aus Lemma [3.2.6]

/ lllod(dz) < oo.
{0<]|z|lo<1}

Dann hat die Grenzverteilung die charakteristische Funktion (4.23)). Insgesamt folgt
dann die Behauptung. d

Satz 4.2.4. Sei ap < 1. Sei weiter fir ein §' > 0

1—q(r,u)

e (4.25)

lim sup sup
rl]0  uESy

Dann gilt Sp(n) — nE(A,X) = Y fir n — oo, wobei Y die Verteilung pg mit
charakteristischer Funktion

fi2(\) = exp (1 O\, m) + /F (ei<>"$> 1 <>\,x>) gb(d:n)) (4.26)

besitzt. Daber ist
dr
/ / / rPu— 2F u) I1(dz, u) o(du). (4.27)
So



66 KAPITEL 4. GRENZVERTEILUNG EINER TEMPERED IRRFAHRT

Um Satz zu zeigen, brauchen wir folgende Lemmata.
Lemma 4.2.5. Es gelte die Figenschaft (4.25)). Dann ist m in (4.27)) wohldefiniert.

Beweis Die Dreiecksungleichung und die Monotonie der Abbildung z + ||z%ul|o

liefern

Il < [ [ i = Fulantas, ) Gotan
L it Eulonaz, ot
2// ||r u||0/ II(dz, u)d o(du)
-2/ [ o 0 = a0y e
4 // Ir uHol—W(ru))d (du))

= 2(my1 + ma).

A

IN

IN

Da a, < 1 ist, existiert ein ¢’ > 0, so dass ap +¢' < 1ist. Aus 1 — m(r,u) < 1 folgt

ma < C/ / @t =2 4r 0 (du) = L‘S’O)/ < 0.
So - (ap + d )

Wir betrachten jetzt die Funktion r — 1 — m(r,u). Wir definieren
1 —q(s,u)
K:SUP{S%M 0<s <1, uESo}

Nach Eigenschaft (4.25)) ist K < oo. Damit gilt

o0 ds
1—m(r,u) = T/r (1 —q(s,u)) = 32
1 o0
S =Y TR L
1 s

< / (ap+6)=2q4¢ 4
= K )
< ap+5 ) +7r

S CT(G’P+5 )

fir 0 <r <1, daa,+ ¢ <1ist. Dabei ist K’ = >0und C =K'V 1.

Somit gilt fiir 0 <r <1
1—7(r,u) < Crl@td) = Cr(rFu) @) < C|jrPul| (4.28)

fiir eine Konstante C' > 0, die entsprechend immer geéndert wird. Aus (4.28) und
3 <ap,—0& <1fiir ein & > 0 folgt mit Lemmamfﬁr ein § > 0 mit a1 — 6 > 3

my < 0/50/ p(a1=9) 1—7T(ru))d o(du)

< C / / p(01 =0+ @) =2 g () < o,
So JO

o)
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da (a1 — 9) + (ap +¢') > 1 ist. Das impliziert |m|lo < 2(m; + m2) < oo und damit

die Behauptung. O
T

Lemma 4.2.6. Die Funktion f(r,u) = [ (r uU—z u) II(dz,u) ist gemeinsam ste-
0

t1g.

T

Beweis Es gilt f(r,u) = (rfu)(1 — 7(r,u) f II(dz,u). Nach Proposition

2.2.11 im Buch [18] ist die Abbildung (r,u) »—> rPu gemeinsam stetig und nach

Satz (v) ist die Abbildung (r,u) — 7(r,u) auch gemeinsam stetig. Damit ist

die Funktion (r,u) ~ (rPu)(1 — m(r,u)) gemeinsam stetig. Somit ist nur noch zu

zeigen, dass die Funktion

(ryu) — —/(ZEU)H(dz,u) = /(zEu)aW(;Z’u)dz
0 0

gemeinsam stetig ist. Seien r, — r > 0 und w, — u € Sy fiir n — oco. Dann gilt

n on(z,up) n on(z,u)
E YhA\< ¥n ) _ E YA\ )
/0 (z7up) P dz /0 (z"up) o dz

. /OT"(zEun) <aﬂ(;,zun) - 87rézz,u)> "

Wir betrachten zunéchst das erste Integral. Es gilt

n on(z,u) o0 on(z,u) o0
E — By V2 2y =
/0 (z7up) P dz—/o Li<ry (27 un) o dz /0 gn(2)dz.

E

Da die Funktion u +— z"u stetig ist, folgt li_)rn gn(z) = 1{Z<T}(2Eu) 8”(2 W Sei
n—oo -

R = supry. Da r, — r fiir n — oo gilt, ist R < o0o. Desweiteren folgt aus der
n>1

Monotonie der Funktion z + ||zFul|o, dass fiir alle n € N

or(z,u)

lon(llo < l1ePunlo e 1<y
on(z,u

< 18710l T
on(z,u
< )R T

und

on(z,u o
SIRE [ = B [T 0 = 1R < o0

gilt. Der Satz von der majorisierten Konvergenz impliziert

lim "(zEun)Mdz:/ (zEu)Mdz.
) ; B

n—oo J z z
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Wir werden jetzt zeigen, dass das zweite Integral gegen Null konvergiert. Es ist

”/Orn(zEu”) <3W(z,un) _aw(z,u)>d2‘|0

0z 0z
R
S
R
R
S A e

Da |a —b| =2(aV b) — (a +b) fiir alle a,b € R gilt, folgt
/ |87r(z,un) ~0m(z,u) s — 2/ <87r(z,un) y 87r(z,u)) .
0 0

0z 0z 0z 0z
O (z, up) © Or(z,u)
/0 B dz /0 5% dz
© (0m(z,un)  Om(z,u)
/0 ( 52 \% 5% dz +
= 2/ hn(2)dz + 2.
0

. o (z ) Ooaw(z7u) B . . _ On(z,u)
Es gilt |hn(2)] < —=%~ und —{sz = 1 sowie T}LH;oh"(Z) = 2% da

die Funktion v — %Zz’u) stetig fiir alle z > 0 ist. Der Satz von der majorisierten
Konvergenz liefert lim IS ha(2)dz = [3° dﬂéz’u) dz = —1 und damit gilt
0 0
im [ 25Eu) _ Omzw)
n—oo J 0z 0z
Somit folgt, dass (r,u) — f(r,u) gemeinsam stetig ist. O

Beweis von Satz[£.2.41Da a,, < 1ist, existiert ein ¢’ > 0 mit a,+0¢" < 1. Damit exis-
tiert der Erwartungswert der pT'OSg—Verteilung. Das impliziert [ Lf|zllo>1}TP(dT)
existiert. Damit folgt aus Lemma dass

m' = / xop(dr) —m
{llzllo=1}

wohldefiniert ist. Wir werden zeigen, dass

lim nE(A4,X) — b, =m/

n—oo
ist. Dabeiist b, =n [ 2P {Y, € dz}. Es gilt
{llzllo<1}
nE(A,X)—b, = nE(4,X)—n / xP{Y, € dx}
{llzllo<1}
- n / zP{Y, €dz}+n / xP{Y, € dz}

{llzllo=1} {llzllo=1}
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= TLE(AnX — Ynl) +n / zP {Ynl S d.%'}

{llzllo=>1}
= I5+ Ig.

Sei 1 < N < oo fest. Dann gilt

Is = n / xP{Y, € dx}

{llzflo>1}

= n / zP {Ynl S d.%'} +n / zP {Ynl € d.%'}
{1<][z|lo<N} {llzllo>N}

= Is1 + Iso.

Da die Identitéit gleichmiiBig stetig und beschrinkt auf A = {1 < ||z|lo < N} mit
¢(0A) = 0 und dist(A,0) > 0 ist, folgt aus (4.9)

lim g :/ xo(dz).
e {i<flzllo<N}

Wir beweisen jetzt, dass wir Ig2 in der Norm beliebig klein fiir alle groflen n wéhlen
konnen, wenn N > 1 grofl genug ist.

leallo < n / lelloP {¥a € d}

{ll=llo>N}

- n/so/o /r LjrEufosnillrPulloI(dz, u) P {7(A, X) € dr,[(A,X) € du}

+on / / / 1oragos sl 2ZulloTi(dz, u)P {r(AnX) € dr, I(AnX) € du}
SoJ0 0
= L1+ Ls.

Da fToo (dz,u) < 1 fiir alle u € Sy gilt und alle Normen auf R fiquivalent sind,
folgt

L, < n/ / 1{||TEuHO>N}”TEUHQP {r(A,X) € dr,l(A,X) € du}
So /O
d oo
< CZTL/ / 1{HTEU||0>N} ‘<7‘Eu, €k>‘ P{T(AnX) € dT’,l(AnX) S du}
k=1 75070

d
= C> L.
k=1

Es gilt weiter
Ly = n/s / 1{||TE'LLH0>N} ‘<7’Eu, 6k>} P{T(ATLX) € dr, Z(AnX> S du}
0 J0

= n/F1{||z||O>N} |{(x,ex)| P{A,X € dx}
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= nﬁl{x||o>N,|<x,ek>>N} [{z, )| P{AnX € da}
+ n/Fl{z||o>N,|<;B,ek>§N} |(x, er)| P{AnX € dx}
< 0 [ aeniom o) P{AX € do)

+ n/Fl{xllo>N,|<x,ek><N} |{(z,er)| P{A,X € dx}
= HL1{|(Anx,ek)|>N} [(Apz,e)| P{X € dx}

+ n/Fl{x||o>N,|<z,ek>§N} |(z, ex)| P{ApnX € dz}
~ n /F Ll todsenony (@ Aner)| P{X € dr}

# 0 [ Uatoomimcotem o o] P{4X € do)
= H; + H».

Wir wéhlen 7y, ;, > 0 und 6, ; mit ||0,, ;|| = 1, so dass A} er = rp k0 k. Wir haben
schon gezeigt, dass 7, — 0 fiir n — oo konvergiert. Damit folgt

H, = nrn,k/ 1{\<x,9nk>|>Nr*§€}! <0 > |P{X €dx} =nr, Vi (Nr;}g,emk) )
r : 2

Da n € ROV, (E,c) fiir jedes ¢ > 1 ist, liefert Satz[2.1.21] dass Us gleichméifig
R-O variierend in ||0|| = 1 ist und Satz[2.1.22|impliziert, dass das erste Tail-Moment
V1 existiert. Nach Korollar [2.1.20| () erhalten wir fiir eine positive Konstante My <
00

Nr tvi(nr—te,
Us(N7 300 k)

n,k’

so dass 1p > 1+ v gilt. Dann folgt nach Satz [2.1.21| fiir eine positive Konstante ca

fur alle |6, x|| = 1 und alle n gro genug. Da a, < 1 ist, konnen wir v > 0 wihlen,
:
UQ(NT;}C, Hn,k)

9gy— L
= < coN e
Ua(r,, 3 One)

fur alle |6, || = 1 und alle n grof§ genug. Satz [2.1.19| liefert, dass Vj gleichmaBig
R-O variierend in [|@|| = 1 ist. Damit folgt aus Korollar [2.1.20] (i) fiir ein mg > 0

Vo7 ko Onk)

Us(ryg Onk)

ma

fur alle ||0,, || = 1 und alle n gro genug. Nach (4.15)) gilt

lim sup nVo(r;}C,Hmk) < C(eg) < oo.

n—oo
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Somit gilt fiir alle groflen n
_1NT’;}€V1(N7’;}€, Or.kc) Ug(Nr;}g, Or.kc)
Us(N7y 3 Onk)  Ua(ry, i Onk)
Us(r nk?emk)
Tn,kVO( n,}c’en,k)
< NN my Y (Cley) + 1)
= CN7,

nry k‘/l(NTn ks 9n,k> =

nVo(r,, i Onk)

wobei € = Mze2(Cle)tD) g ypq v = — 11—~ > 0. Damit kénnen wir H;

ma2

beliebig klein fiir alle groflen n wahlen wenn N > 1 grof§ genug ist. Es gilt weiter
Hy, = n/F L{jjzllo>N, <z er>|<N} |< x,er >| P{A,X € dzx}
= N”/Fl{z||o>N,<x,ek>|SN}P{AnX € dz}

< Nn/rl{x||o>N}P {4, X € dz}
= NnP{||A.X]o> N}.

Da eq,...,eq die Standardbasis von R ist, existiert eine Konstante M > 0, so dass
fiir eine Konstante C' > 0

d
{zeT: ||zl >N} C{zel: || >CN}c | J{z el :|<z,e > >MN}.
k=1

Die erste Inklusion gilt, da alle Normen auf R? dquivalent sind. Zu der zweiten

Inklusion nehmen wir an, dass |< x,e, >| < MN fiir alle k = 1,...,d gilt. Dann
gilt
d
l2]> = < z,ep >*< (MN)?*d = C*N?
k=1

fir M = Cd~2. Das widerspricht aber |z|| > CN.
Fir AYep = 1y xbpk mit 7, > 0 und |6, x| = 1 gilt r, ; — 0 fir n — co. Damit
folgt

Hy < NnP{||A.X]o> N}
d
Nn P{[(A4.X, ex)| > MN}
k=1
d
= Nn)_ P{|(X,Aser)| > MN}
k=1

IN

- NnZP{ (X,0,4)] > MNv }

d
= > NnVo(MNr, 60 k)-
k=1
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Nach Satz ist n € RVMy(F) mit Grenzmafl ¢p und damit ist nach Satz
2.1.15| (i) n € ROV, (E,c) fiir alle ¢ > 1. Da a, < 1 ist, konnen wir v > 0 mit
a 1+ ~ wéhlen. Nach Satz [2.1.19| existiert ¢; > 0 und c2 < 00, so dass

Vo(MNr-1 0
GMENTE < o jl‘n,k k)
Vb(rn’k, en,k)

fir alle ||0,, || = 1, fiir alle n grof genug und fiir alle NV > 1 grof} genug. Aus (4.15])
folgt dann

1 1
< oM N

Vo(MNr-1 6,
NnVo(MN7 L0, = N ol __nik ’k)n%<r;k,0nk)
’ ’ ‘fO(TTL,k’ Hn,k) ’ ’

_ 1 _ 1 ’
< NeaM"" @ N7 e (C(ep,) +1) = CN Y

1
wobei ' = i —1—~>0und C =M~ @ (C(ex) + 1) > 0. Damit kénnen wir
Hj beliebig klein fiir alle grofilen n fiir N > 1 grofl genug wihlen. Somit gilt

lim limsup L; = 0.
N—oo pnooo

,
Aus der Monotonie der Funktion z ~— |[2Ful| und [II(dz,u) < 1 folgt
0

L2 = n/ / / ]'{||zEu||0>N}||ZEUHOH(dZ7U)P{T(AnX) S dT,l(AnX) S du}
So JO 0

IA

n/ / 1{||’“E“||0>N}H"”E“HO/ I(dz, u) P {1(AnX) € dr, (A X) € du}
So JO 0
< n/s / 1{||7"Eu||0>N}||7’EUHOP {1(A,X) €dr,l(A,X) € du} .

00

Damit folgt analog zum Beweis von Lp, dass lim limsup Lo = 0 gilt und somit
N—oo n—soo

lim g :/ xo(dz).
e {llzllo=1}

Wir miissen noch zeigen, dass ILm Is = —m. Es gilt
I5 = TLE(AnX — Ynl)
= n/ / / (rfu — 2Pu)I(dz, u) P {T(A,X) € dr,1(A,X) € du} .
So JO 0
Sei 0 < e <1< N < oo fest. Dann gilt
Iy = n/ / 1{”7.Eu”0<€}/ (rPu — 2Pu)(dz,u)P {T(A,X) € dr,l(A,X) € du}
SoJ0 0
+ n/ / 1{€<||TEUO<N}/ (rfu — 2Pull(dz, u)P{r (A, X) € dr,l(A,X) € du}
S0/0 - -~ Jo

+ n/ / 1{”T.Eu”0>N}/ (rPu — 2Pul(dz, u)P{r(A,X) € dr,1(A,X) € du}
SoJ0 0

= I51 + Iso + I53.
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Die Dreiecksungleichung, die Monotonie der Funktion z + ||zFu||o und ([#.28) lie-
fern

[ Z51]o
< n / / L Pufoca / ru — 2EulloTi(dz, u) P {+(A,X) € dr, [(AnX) € du}
< / | teruiea [ IrPullo + 1P ulon(dz, v

P{r(A,X) € dr,l(A,X) € du}
<

o / / Lpepufoca / rEulloTi(dz, u) P {r(A, X) € dr, [(A,X) € du}
So JO 0
~ o / / L 2ufoce IFPullo(1 = 7(r,w) P {r(An X) € dr, 1(AnX) € du}
So /0

S 2C’n/ / 1{HTEUHQ<6}||TEUH(2)P {’T(AnX) S dT‘,l(AnX) € du} .
So JO

Analog zu I gilt dann lim lim sup I5; = 0.
=0 nooo
Desweiteren folgt aus der Dreiecksungleichung, der Monotonie der Funktion
T

z > ||2Pullo und [TI(dz,u) < 1 fiir alle u € S
0

17530

nf / L Pl / [ — 2EulloTI(dz, wP {r(AnX) € dr, (A X) € du}
So

/SO/ 1~{|I7’Euo>N}/ lrEullo + || 25wl oIL(dz, u)

P{r(A,X) € dr,l(A,X) € du}

< o / / Lol / 1P EuloT1(dz, u) P {r(AnX) € dr, I(A,X) € du)
So /0 0

IN

IN

< 2n/ / ].{”,,,EUHO>N}||TEUHOP {T(AnX) S dT,l(AnX) S du}
So 40

Analog zu L folgt lim limsup I53 = 0.
—0  n—oo

Nach Lemma [4.2.6] ist die Funktion
”
(ryu) — / (rfu — 2Pu)TI(dz, u)
0
gleichméfig gemeinsam stetig und damit auch beschréinkt auf der kompakten Men-

ge A = {e <|[rfullo < N} mit dist(A,0) > 0 und ¢o(0A) = 0. Damit folgt aus
2

. dr
ILm Isy = / / 1{5<||TEU||O<N}/ rPu — 2Pu)TI(dz, u) o(du)
n—oo SO

und somit ist
. dr
lim I5 = / / / By — 2Pu)II(dz, u) o(du).
n—o0 SO
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Zusammengefasst gilt

n—o0

lim I5 + Ig = lim nE(A, X — Y1) + n/ rP{Y, €dx} =m'.
oo {llello>1}

Damit folgt

Sp(n) —nE(A,X) = (Sp(n) —by) + (b —nE(A, X)) =Y —m' =Y,
wobei Y die charakteristische Funktion (4.26)) besitzt. O

Bemerkung 4.2.7. Fir pT'OSg Verteilungen ist

oo
lim sup sup 7~ (@+9 )/ sQ(ds|u) < oo
rl0  u€So 0

hinreichende Bedingung fiir (4.25)), denn es gilt fir alle r > 0
r_(ap+5,)(1—q(r,u)) = p(aptd) (1 —/ e‘”Q(ds\u))
0
— p(ap+d) / (1 — e_rs) Q(ds|u)
0

< rl_(“p+6/)/ sQ(ds|u) < oo.
0

Der néchste Satz zeigt, dass die zeitstetige tempered Irrfahrt den tempered operator
stabilen Lévy-Prozess approximiert.

Satz 4.2.8. Sei S, (n) die tempered Irrfahrt mit S,(n) — b, = X fir n — oo.
Dabei ist die Verteilung von X proper tempered operator stabil und besitzt die cha-
rakteristische Funktion

E(e"MX>) = exp (/ (6i<>\,x> —1l—i<Az> 1{”w‘|0<1}> qb(dx)) .
T

Dann gilt fiir n — oo

(Sn(|nt]) — thy : t > 0} ', (4.29)

nt]
wobei X = {X(t) : t > 0} ein Lévy-Prozess mit X (1) 2 X und Sn(nt]) = > Y
k=1

ist. Dabei bezeichnet |-| die Gaufklammer.

Beweis Da %‘1 < % < %t =t ist, konvergiert % flir n — oo gegen t. Damit
liefert die Konvergenz in (4.9)

t
LntjP{Ynl S } = Lclljnp {Ynl c } — tqb() in M.
Die Konvergenz in (4.11]) impliziert

s .. nt
lim lim sup|nt|E (|]Yn1||31{||yn1||0§6}) = lim lim sup HanE (I!Yn1||31{||m||o§e}) =0.

e—=0 npnooo e—~0 noco



4.2. GRENZVERTEILUNG DER TEMPERED IRRFAHRT 75

Der Konvergenzsatz fiir Dreieckssysteme liefert S, (|nt]) — U:L—”bn = X (t). Dabei
besitzt X (t) die charakteristische Funktion

E(€¢<,\,X(t)>) — exp <t (/(ei</\,ac> —l—i<M\z> 1{”z||0<1})¢)(dx)>> . (4.30)
r

Nach ([.11)) ist nE (|| Yn1ll§1¢)v,.)0<13) beschrénkt. Damit folgt aus (nt — [nt]) <1
und der Cauchy-Schwarz Ungleichung

t
1o = P00 = et = (e [ Pt
n {llzllo<1}

< [ faloP (Yo € da)
{llz[lo<1}
! !
< ( |2l|2P (Y1 € dx}) (/ P{Yy € d:r})
{llz[lo<1} {llz]lo<1}
1
<

( |x||gP {Y1 € d:v})
{||96H0<1}

%
= n2 (n/ |2]|2P {Yo1 € d:r:}) :
{llzlo<1}

Daraus folgt tb,, — %bn — 0 fiir n — oo. Somit gilt
Sn(|nt]) —tb, = X(1).

Dabei besitzt X (t) die charakteristische Funktion (4.30).
Seien jetzt 0 =tg < t1 < -+ < ty,. Es gilt

(Sn(lnti]) — tibn) — (Sn([nti—1]) — ti=1by)
Sn([nti]) = Sn([nti—1]) — (ti — ti—1)bn

= I

Sn(LntiJ — Lnti_lj) — (ti — ti—l)bn
= Sn(Lntn,iJ) — (ti —ti—1)bn
= X(tl — tifl) i X(tz) — X(tifl)
firallei =1,...,m,dennt,; = M konvergiert fiir n — oo gegen t; —t;_1.

Da die Zuwéchse unabhéingig sind, folgt

{(Sn([nti]) — tibn) — (Sn([nti-1]) —ticabn)bisy = {X () = X(Ei-1) iy m

m
Da die Funktion f:R™ — R™ mit f(x1,...,2m) = (x1,21 + T2,..., > x}) stetig
k=1

ist, folgt nach dem Continuous-Mapping Theorem

{Sn(lnti]) = tibnticy = AX @) }iza m

Damit folgt die Behauptung. O
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Bemerkung 4.2.9. Aus der Konvergenz (4.20) der tempered Irrfahrt in Satz|4.2. 1
und theorem 16.14 in [16] folgt sogar

{Sn([nt]) = bppy 1t >0} =X in D([0,00),R?) (4.31)

mit X = {X(t) : t > 0} ein Lévy-Prozess, wobei X (1) eine pTOSE Verteilung be-
sitzt.

Wir haben in diesem Kapitel eine Irrfahrt konstruiert, die einen pT'OSE verteil-
ten Zufallsvektor approximiert. Wir haben die Konvergenz der tempered Irrfahrt
nicht nur gegen pT'OSE Verteilung sondern gegen eine allgemeinere Klasse
bewiesen. Wir haben nédmlich die Behauptung fiir Grenzverteilungen gezeigt, die
ein Lévy-MaB ¢ mit der Form

o) = [ [T a6 F a0 ot

fir A € B(T") besitzt. Dabei ist ¢ eine Funktion mit r — ¢(r, u) stetig und monoton
fallend, lim ¢(r,u) = 0, lin(l) q(r,u) =1 fir alle u € Sy und u — ¢(r,u) stetig fiir
T—00 r—r

alle r > 0. Also gelten diese Konvergenzsitze auch fiir alle pTOS?, fiir p > 0. Dabei
definieren wir die Funktion 7, : (0,00) x Sy — (0, 00) durch

& ds
7Tp(’l”, u) = T/ q(sp’ u)?

fiir alle u € Sp. In diesem Fall ersetzen wir in den obigen Voraussetzungen ¢(r, u)
durch ¢(r?,u). Im n#chsten Kapitel werden wir eine Reihendarstellung fiir den
Lévy-Prozess X = {X(t) : t > 0} mit der Eigenschaft, dass X (1) eine pT'OSEg
Verteilung besitzt, herleiten.



Kapitel 5

Reihendarstellung eines pT'OSg
Lévy-Prozesses

5.1 Reihendarstellung

Im Folgenden seien (¢;);en eine Folge unabhéngiger und identisch verteilter Zu-
fallsvektoren auf Sy mit Verteilung ﬁ und (Uj)jen eine Folge unabhéngiger
und auf [0,7T] gleichverteilter Zufallsvariablen mit 7' > 0. Die Folge (I';j);en ist
gegeben durch I'; = Ey + --- + E; mit (E}) en eine Folge unabhéngiger iden-
tisch verteilter Zufallsvariablen und F; ist exponentialverteilt mit Erwartungswert
gleich 1. AuBlerdem sei (Z;);en eine Folge unabhéingiger und identisch verteilter
(0, c0)-wertiger Zufallsvariablen mit P{Z; € -|U;,9;} = II(-,v;), dabei ist II(-|¥;)
gegeben durch und , wobei die Funktion ¢ die Voraussetzungen von Ka-
pitel 4 erfiillt, d. h. ¢ ist die Tempering-Funktion einer pT'OSE Verteilung und
u +— q(r,u) ist stetig fiir alle r > 0. Die zufilligen Folgen (9;);en, (I'j)jen und
(Uj)jen sind unabhéngig. Weiter seien die Folgen (Z;);cn, (I'j)jen und (Uj)jen
unabhéngig. Wir setzen §; := (Z;,9;), unabhéngig identisch verteilte Zufallsvekto-
ren auf S = (0,00) x Sy mit gemeinsamer Verteilung

F(dr,du) = o(So) TI(dr, u)o(du).

Sei E € L(RY) der Exponent einer (+¥) operator stabilen Verteilung, die das Lévy-
Mafl ¢g und keinen GauBanteil besitzt.

Satz 5.1.1. Seit € [0,7].

(i) Sei a1 > 1. Dann konvergiert die Reihe

E

' -1
> o)) ((TUF(JSOQ /\Zj> U (5.1)

Jj=1

f. s. gleichmdfig int € [0,T] gegen einen Lévy-Prozess X; = {Xi(t) : t € [0,T]}.
Dabei besitzt X1(t) die charakteristische Funktion von der Form

E(e'<M¥10>) = exp <t /F (e <Me> — 1)¢(d:v)> (5.2)

77
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fiir alle A € R% und ¢ ist das Lévy-Maf8 einer proper tempered operator sta-
bilen Verteilung mit Exponent E.

(it) Sei a, <1 und sei fir ein 0’ >0
1 - /}

lim sup sup " < 00.

rl0 u€Sy

Dann konvergiert die Reihe

. ~1
Z 0.4(U. ((UF(JSO)) /\Zj> ﬁj—%bj (5.4)

bj = /jilﬂz <<TU‘ZSO)> - 191) ds (5.5)

f. s. gleichmdfig int € [0,T] gegen einen Lévy-Prozess Xo = {Xs(t) : t € [0,T}.
Dabei besitzt Xo(t) die charakteristische Funktion von der Form

E(ei<)‘vx2(t)>) =exp (t (Z <Am > +/(€i</\’x> —l1—-i<\z >)¢(d:r:)>>(56)
r

fiir alle A € R%. ¢ ist das Lévy-Mafi einer proper tempered operator stabilen
Verteilung mit Exponent E und

/SO// By~ 2P) (dzu)d o (du). (5.7)

Beweis Nach Theorem 5.1 im Artikel [20] reicht es die f.s. Konvergenz fiir ein festes
t zu zeigen. Wir betrachten die messbare Funktion H : (0,00) x S — R? mit
E

r, \!
H(Fj,gj):H(Fj,(Zj,ﬁj)):<<TU(JSO)> /\Zj) Uj (5.8)

Da die Funktion r + [|rPullg monoton wachsend ist, folgt, dass die Abbildung
r— [[H(r, &)||o fiir alle £ € S monoton fallend ist. Auflerdem gilt

/Ooo P {H(r,&)1(04(U1) € A} dr = té(A) (5.9)

fir alle A € B(T), denn es gilt fir A = {rfu:r >a,u€ B} mit @ > 0 und
B € B(Sp) wegen der Unabhéngigkeit

/ P{H(r,&1)104(U1) € A} dr
0

) -1 E
r
= /O P ((1—'0'(5'0)> VAN Zl) ﬂll(o}t](Ul) € A dr

oo -1
r

= P{Ul S (O,t]}/o E <1{T<Tg(as()),Z1>a,’t91€B}> dT’

mit
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To(Sq)

= t/ ‘ dTP{Zl>a,191 EB}
T 0

= ;TU // II(dz,u)o(du)
=t [ o 'n(awotdu)
= // (r,u)—o(du)

Die vorletzte Gleichung folgt aus der Definition der Funktion 7. Da das System
aller Mengen der Form A ein schnittstabiler Erzeuger der Borelschen o-Algebra
B(T') ist, gilt die Behauptung (5.9)) fiir alle A € B(I").

(i) Sei a; > 1. Es folgt aus Lemma

|z|lod(dx) < oo.

{0<|lz[lo<1}

Nach Corollary (A2)(7) im Artikel [21] konvergiert die Reihe

> H(; (Z3,9:) Lu,<ny
7j=1

f. s. gegen X (t) mit charakteristischer Funktion (/5.2]).

(i1) Sei a, < 1. Dann existiert das erste Moment der pT’OSE Verteilung und

damit gilt
/ lellod(dz) < oo
{llz]lo>1}

Nach Corollary (A2)(i) im Artikel [21] konvergiert die Reihe
> H(Ty,(25,9) L, < — ¢i(T)
j=1

f. s. gegen X (t) mit charakteristischer Funktion

E(ez‘<>\,X(t)>) = exp (t </(ei<)\,z> —l—i<M\z >)¢(dx))> .
r

Dabei ist
J
e(T) = / E(H. (21,00 0 (U) dr
.

= P{U; <t} /:E(H(r, (Z1,01))) dr

t /
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Damit reicht es zu zeigen
oo
> (b — b)) = —Tm,
j=1

denn dann gilt

> t
ZH i (Z5:95) L, <ty — fbj
=1

<.

t
- TTm+z;b — b)) +2H i (23 9w, <0y = b
J J

t
= tm+ZH 5223 9)) <y — by + (b — 1)
7j=1

= t
j=1

konvergiert f. s. gegen Xo(t) mit charakteristischer Funktion (5.6)).
-1
Aus der Substitution r = (ﬁ) ergibt sich

> l1b; = Bllo
j=1
E

[ (amt) o (i) 03] o

_ a(so)l/so/“/“‘(%*s) 7Eu_ ((Taf&)) 1/\z> EuHOH(dz,u)dsa(du)
— /SO/ / rEu — (r A 2)Pul|oII(dz, u) o(du)
_ /S/ / 1P — 2PuloI(dz, u) o (du) <

wegen (|5.3)), siehe den Beweis von Lemma“ 4.2.50 AuBerdem gilt mit [~ II(dz,u) = 1

IN

bj — b))
j=1

= o(Sp)” /S 0 / <TO_ 50 > udso (du)
E
= o (Sy)" /S 0 / / <TU z> WTl(dz, u)dso (du)
= </So/ rPu) (du /So/ / ((r A 2)Fu)TI(dz, u)d (du))

»
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</So/ / rPu)II dzu o(du) /So/ / rEu)Il dzu)d o(du)
/SO/ / )Tz u) o (du))
/So/ / rPu — 2Pu)II(dz, u)d o(du)

—Tm.

Bemerkung 5.1.2.

(1)

(i)

Da a, < 1 ist, existiert (I — E)™ und es gilt
oI — E)ytr!i=F
or

wobei I der Identititsoperator ist. Damit liefert der Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung

b, = /]il (%) - drE(9;)

— (TU(SO))E/J r~EdrE(0,)

j—1
= (To(So)"(I —E)' (" =G -D"P)E@). (5.10)

=(I-E)'I-EprF=r"F

)

Die Verteilungsfunktion von Z; hat im Allgemeinen keine explizite Darstel-
lung. Um Z; zu simulieren, gehen wir deshalb wie folgt vor:
Sei (E );eN eine Folge unabhdngiger und identisch verteilter Zufallsvariablen
mat E; standard exponentialverteilt und sei (U )jen eine Folge unabhingiger
auf (0,1) gleichverteilter Zufallsvariablen. Seien wetter A; fir j € N un-
abhdngig mit
P{Aj € [0; =u} = Q(|u)

wobei Q(-|u) die Laplace-Transformierte q(-,u) fir u € Sy besitzt. Aufferdem
seien (E})jen, (Uj)jen und (Aj)jen unabhingig. Dann gilt fir alle a > 0

P{Zj>al9;=u} =P {E;.U;Agl > a9, = u} , (5.11)
denn es gilt nach Voraussetzungen

P{EUIA;" > ald; = u}

- /OOO P{EU; > ahj|A; = s,0; = u} P{A; € ds|V; = u}
= /000 P {EJ/UJ/ > as} Q(ds|u)

— /OOO /Olp{E;. > as(Uj) MU} = '} dzQ(ds|u)

- /OOO /01 P {E; > asxil} dxQ(ds|u)
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_ // 42 Q(ds|u)
- / / P8 Qaslu)
_ a/a /O e_s’"Q(ds|u)%
- a/aooq(r,u)ig

= 7(a,u)
= P{Z;>a|Y; =u}
Die sechste Gleichung folgt aus der Substitution r = axz™!.

(i4i) Die Springe von Xi und Xg sind entweder gleich
r; \7"
J ﬂj
To(So)

ZPv;.

oder

Wenn T klein genug ist, dann dominieren die Spriinge (%) Y und
wir erhalten einen (t¥) operator stabilen Lévy-Prozess auf kurze Zeit betrach-
tet. Wenn T grof$ genug ist, dann sind die Spriinge gleich den unabhdngigen
identisch verteilten Zufallsvektoren Z]E19j. Damit erkldrt der Zentrale Grenz-
wertsatz das Verhalten einer Brownschen Bewegung auf lange Zeit betrachtet,
falls E(|ZE01|3) existiert.

5.2 Beispiele

Folgende Beispiele dienen der Veranschaulichung des Effektes der Anderung des
Lévy-Mafles. Nach Bemerkung 6.1.6 im Buch [I8] erfiillt die euklidische Norm die
Eigenschaften (i) und () aus Bemerkung[2.2.4] falls der Exponent E in der Jordan-
schen Form ohne nilpotenten Anteil ist. Wenn E in der Jordanschen Form ist, dann
erfiillt die euklidische Norm auf R? die Eigenschaften (i) und (ii) aus Bemerkung
In diesem Abschnitt nehmen wir das kartesische Koordinatensystem in R?
mit der Standardbasis e; = (1,0)” und ez = (0,1)”. Dann schreiben wir fiir den
(t¥) operator stabilen Lévy-Prozess Y durch Y (t) = Y;(t)e; + Ya(t)ez und fiir den
pTOSE Lévy-Prozess X durch X (t) = Xi(t)e; + Xa(t)eg fiir t € [0,T] . Sei in
folgenden Beispielen T'= 1 und A¢ = 0.001. Wir simulieren die Lévy-Prozesse in
den Zeitpunkten mAt fiir m = 0,...,1000. Auf der Abbildungen zeigt das obere
Bild X2(t) gegen X (t) (blaue) und Ya(t) gegen Yi(t) (rote). Das linke untere Bild
stellt X5 (¢) und Y7(¢t) in Abhingigkeit von der Zeit ¢t dar und das rechte untere
Bild stellt X2(¢) und Y2(¢) in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ dar.
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Beispiel 5.2.1.

10
Sei E = (18 1%) Dann sind die Realteile der Figenwerte ap = % und ay = %—g.
0 EAY
15
Da E diagonal ist, wihlen wir || - |lo als die euklidische Norm. Sy ist dann der

Einheitskreis. Sei weiter das Spektralmaf$ o die Gleichverteilung auf den Punkten ey
und ez, d. h. o ({e1}) = o ({e2}) = 3. Daraus folgt E(9;) = (3, 3)T. Die Tempering-
Funktion sei q(r,u) = q(r) = e™" fiir alleu € Sy und r > 0. Nach Beispiel[3.2.9 (i)
gilt dann Q(dr|u) = e1(dr) fir alle u € Sy. In diesem Beispiel werden die hohen
Spriinge in jede Richtung mit der gleichen Rate e™" abgeschnitten. Siehe Abbildung

5.1.

< 4 == e i

o

~

P

—

< =

; —_— T
—————— @@= operator stabile mit Exponent E

o

| _J—é—- W pTOS mit Exponent E und k=1

T T T T T T T
-0.5 0.0 0.5 1.0 15 20 25

15 25
I

0.5
1

-0.5
1
1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 5.1: Die rote Kurve ist ein Pfad eines (t) operator stabilen Lévy-
Prozesses Y mit diagonalem Exponent und einem diskreten Spektralmafl und die
blaue Kurve ist ein Pfad eines pT'OSg Lévy-Prozesses X mit dem selben Exponent
und Tempering-Funktion ¢(r) = e fiir alle u € Sp und r > 0.

Wir betrachten jetzt ein Beispiel, indem die Tempering-Funktion von der Richtung
abhéngt.

Beispiel 5.2.2.

Sei E wie in dem vorherigen Beispiel. Sei o die Gleichverteilung auf dem FEin-
heitskreis. Wir setzen 9; = (22 +y2)_%(a:, )T, wobei x und y unabhingig standard
normalverteilt sind. Da E(¥;) = 0, brauchen wir keine Zentrierung in . Au-
Berdem sei q(r,u) = e "W mit k1 Sy — (0,00), K(u) = €112, In diesem Fall
hingt die Anderung der Spriinge von der Richtung ab. Siehe Abbildung 5.2.
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© - B operator stabile mit Exponent E

-
] W pTOS mit Exponent E /7@%1
. //
-
- _}Hs\ﬁ}f)ﬁﬁ ;__./
T
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T T
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T T
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6 5 4 32 1 0 1
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1

Abbildung 5.2: Die rote Kurve ist ein Pfad eines (¢) operator stabilen Lévy-
Prozesses Y mit diagonalem Exponent und einem stetigen Spektralmafl und die
blaue Kurve ist ein Pfad eines pT'OSg Lévy-Prozesses X mit dem selben Exponent
und Tempering-Funktion ¢(r,u) = e =" mit x(u) = e*1+¥2 fiir alle u € Sy und
r > 0.

5.3 R-Algorithmus

In diesem Abschnitt geben wir die Algorithmen in der Programmiersprache R,
mit deren Hilfe wir die obigen Beispiele simuliert haben. Wir stellen zunéchst drei
Hilfsfunktionen vor: Die Funktion ,Z*“ erzeugt Realisationen der Zufallsvariable
Zj.

#Die Funktion Z erzeugt Zufallszahlen, die nach "grofi-Pi" verteilt
# sind. Den Parametern der Funktion Z werden die Anzahl der zu
#simulierenden Zufallszahlen n und ein Vektor Lambda der Léange

#n ibergeben. Riickgabe ist ein numerischer Vektor z der Lange n.

Z<-function(Lambda,n){

x<-rexp(n) # erzeugt n Realisationen, die exponentialverteilt sind.
y<-runif(n) #erzeugt n auf [0,1] gleichverteilte Realisationen.
z<-x*y*Lambda” (-1)

invisible(z)

}

Die Funktion ,pol “ rechnet rPuv fiir r > 0, v € Sy und eine diagonale Matrix B
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#Die Funktion pol mit Ubergabeparametern B, r und v berechnet r~Bxv.
#Dabei ist B eine diagonale 2x2 Matrix, r eine positive reelle Zahl
#und v ein 2-dimensionale Vektor.

pol<-function(B,r,v){

#Abfrage, ob die Matrix diagonal ist.

if(B[1,2]!=0 && B[2,1]!=0){print("Die Matrix ist nicht diagonal!")}
else{

ri<-r~(B[1,1])

r2<-r-~(B[2,2])

x<-matrix(c(r1,0,0,r2) ,nrow=2)

y<=x%*%hv

3

invisible(y)

¥

und die Funktion ,,Gl “ erzeugt Realisationen einer Gleichverteilung auf dem Ein-
heitskreis Sp.

# Die Funktion Gl mit Ubergabeparamerter n erzeugt n Realisationen
#der Verteilung "sigma". Dabei ist "sigma" die Gleichverteilung auf
#dem Einheitskreis im R72.

Gl<-function(n){

x<-rnorm(2*n) #Erzeugung 2n standardnormalverteilter Realisationen.
y<-matrix(x,nrow=2,ncol=n)

for(i in 1:n){

y[,il<= y[,i1/(y[1,i]"2+y[2,i]172)~(1/2)

X

invisible(y)

3

Das Algorithmus von Beispiel

#Erzeugung eines Pfades von einem (t"E) operator stabilen Levy-Prozess
#und eines Pfades von PTOS_E Levy-Prozess mit Tempering-Funktion
#q(r,u)=exp(-r). Dabei ist E aus Beispiel 5.2.1.

# Mit dem Aufruf Sys.time() erh&dlt man einen absoluten Wert,

# der Datum und Uhrzeit enth&lt. Dieser wird in der Variablen a

# abgelegt.

a<-Sys.time()

#m+1 ist Anzahl der Punkte in der Diskretisierung des Zeitintervalls
m<-1000

t<-seq(0,1,1/m)

#n Anzahl der Terme in der Darstellungsreihe.

n<-10000 #100000

#E der Exponent

E<-matrix(c((10/18),0,0,(10/15)) ,nrow=2,ncol=2)

#B=I-E
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B<-diag(1,2)-E
#Erzeugung der Realisationen von Gamma_{j}, die einen standard
#Poisson-Prozess bilden
gamma<-cumsum(rexp(n))
x<-gamma~ (-1)
#Im Vektor Lambda werden die Realisationen des Dirac-Mafles im Punkt 1
#gespeichert
Lambda<-rep(1,n)
#Erzeugung der Zufallszahlen, die nach "grofi-Pi" verteilt sind
z<-Z(Lambda,n)
R<-numeric(n)
for(i in 1:m){
Rlil<-min(x[i],z[i])
3
el<-c(1,0)
e2<-c(0,1)
ul<-runif (n) #Erzeugung von n auf [0,1] gleichverteilten Zufallszahlen
#Erzeugung der Realisationen von V_{j}, die nach "sigma" verteilt sind.
V<-matrix(0,nrow=2,ncol=n)
for(i in 1:n){
if (uilil< 1/2){V[ ,il<-el}
else (V[ ,il<- e2)
3
# Erwartungswert von V_{j}
ErwV<-c(0.5,0.5)

S<-array(0,dim=c(2,m+1,n))
Si<-array(0,dim=c(2,m+1,n))
u2<-runif (n)# Erzeugung von n auf [0,1] gleichverteilten Zufallszahlen
for(l in 1:m+1){
for(j in 1:n){

S[,1,jl<-pol(E,x[j1,V[,j1)*(u2[j] <= t[1])-

t [1]*solve (B) %*%(pol (B, j,ErwV)-pol(B,j-1,EruV))
S1[,1,j]1<-pol(E,R[j1,V[,jl)*(u2[j]l <= t[1])-
t [1]*solve (B) %*%(pol (B, j,ErwV)-pol(B,j-1,EruwV))

1}
# Aufsummierung der Realisationen zu einem festen Zeitpunkt t, um die
#Pfade der Levy-Prozesse zu erhalten.
Y<-apply(S,1:2,sum)
X<-apply(S1,1:2,sum)
#Plotten der Pfade
layout (matrix(c(1,2,1,3),2,2))
#Bestimmung der Grenze des Bildes
x11<-max(X[1,])
x12<-min(X[1,])
x21<-max(X[2,])
x22<-min(X[2, 1)
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yli<-max(Y[1,])

y12<-min(Y[1,])

y21<-max(Y[2,])

y22<-min(Y[2,])

x1<-max(x11,y11)

x2<-min(x12,y12)

yi1<-max(x21,y21)

y2<-min(x22,y22)

plot(Y[1,]1,Y[2,],typ="1",col="red",xlab="",ylab="",xlim=c(x2,x1),
ylim=c(y2,y1),1lwd=1)

lines(X[1,]1,X[2,],typ="1",col="blue",lwud=1)

grid()

legend (x="bottomright",fill = c("red", "blue"),

legend = c("operator stabile mit Exponent E", "pTOS mit Exponent E"))

plot(t,Y[1,],typ="1",col="red", xlab="t",ylab="",ylim=c(x2,x1),lwd=1)

lines(t,X[1,],typ="1",col="blue",lwd=1)

plot(t,Y[2,],typ="1",col="red",xlab="t",ylab="",ylim=c(y2,y1),1lwd=1)

lines(t,X[2,],typ="1",col="blue",lwd=1)

e<-Sys.time()

L<- e-a

x<-"Die Laufzeit betragt"

ausgabe <- paste(x, L, sep = " ") # ausgabe gibt die Laufzeit an

cat(c("\n", ausgabe, "\n"))

und das Algorithmus von Beispiel

#Beispiel 5.2.2
a<-Sys.time()

m<-1000

t<-seq(0,1,1/m)

n<-10000
E<-matrix(c((10/18),0,0,(10/15)) ,nrow=2,ncol=2)
gamma<-cumsum (rexp (n))
x<-gamma“ (-1)
Lambda<-numeric (n)

V<-G1l(n)

for (i in 1:n){
Lambda[i]<-exp(V[1,i]+V[2,1])
}

z<-Z(Lambda,n)
R<-numeric(n)

for(i in 1:n){
Rlil<-min(x[i],z[i])

}
S<-array(0,dim=c(2,m+1,n))
Si<-array(0,dim=c(2,m+1,n))
ul<-runif (n)

for(1l in 1:m+1){
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for(j in 1:n){

S[,1,j1<-pol(E,x[j1,VL,j1)*(ulljl <= t[1])
S1[,1,j1<-pol(E,R[j1,V[,jD*(ul(jl <= t[1D)
1}
Y<-apply(S,1:2,sum)
X<-apply(S1,1:2,sum)
layout (matrix(c(1,2,1,3),2,2))
plot(Y[1,]1,Y[2,],typ="1",col="red",xlab="",ylab="",1wd=2)
lines(X[1,]1,X[2,],typ="1",col="blue",lwd=2,1ty=2)
grid )
legend (x="topleft",fill = c("red","blue"),
legend = c("operator stabile mit Exponent E ","pTOS mit Exponent E "))
plot(t,Y[1,],typ="1",col="red", xlab="t",ylab="",1lwd=2)
lines(t,X[1,],typ="1",col="blue",lwd=2,1lty=2)
plot(t,Y[2,],typ="1",col="red",xlab="t",ylab="",1ud=2)
lines(t,X[2,],typ="1",col="blue",lwd=2,1ty=2)
e<-Sys.time()

L<- e-a
x<-"Die Laufzeit betragt"
ausgabe <- paste(x, L, sep =" ")

cat(c("\n", ausgabe, "\n"))

Zusammenfassend haben wir in dieser Arbeit die TOS%, TOSEg und GTOSFE Ver-
teilungen definiert und ihre Eigenschaften bewiesen. Wir haben dann eine Irrfahrt
konstruiert, die in Verteilung gegen eine pT'OSE Verteilung unter geeigneter Zen-
trierung konvergiert. Der Zentrierungsvektor kann abhéngig von den Realteilen der
Eigenwerte des Exponenten ausgewéihlt werden. In diesem letzten Kapitel haben
wir eine Reihendarstellung fiir die pT'OSEg Lévy-Prozesse hergeleitet. Diese Dar-
stellung zeigt, wie wir durch Abschneiden der Spriinge eines (tF) operator stabi-
len Lévy-Prozesses einen pT'OSg Lévy-Prozess erhalten. Cohen, Meerschaert und
Rosifiski haben in ihrem Artikel [§] eine schnellere Simulationsmethode fiir (¢¥)
operator stabile Lévy-Prozess vorgestellt. Dabei werden die kleine Spriinge durch
eine Brown’sche Bewegung approximiert. Daher stellt sich die Frage, ob wir diese
Methode fiir pT’OS%, anwenden kénnen. Auferdem hat Grabchak in seinem Arti-
kel [I1] gezeigt, dass die Klasse der T'Sh Verteilungen unter schwacher Konvergenz
nicht abgeschlossen ist. Er hat die Klasse von extended p-tempered a—stabilen
Verteilngen ETS% definiert. Dann hat er bewiesen, dass diese Klasse die kleinste
Klasse ist, die T'Sh Verteilungen enthilt und abgeschlossen unter schwacher Kon-
vergenz ist. Deshalb gibt es folgende offene Fragen: Ist die Klasse von pT'OS%,
Verteilungen abgeschlossen unter schwacher Konvergenz? Welche notwendigen und
hinreichenden Bedingungen fiir die Konvergenz von Folgen in dieser Klasse gibt
es?
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